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纳什均衡



纯策略纳什均衡
Nash equilibrium in pure strategies
• 在 Battle of Sexes 博弈中，不存在严格优势策略均衡， 

重复剔除严格劣势策略或理性化（重复剔除⽆法成为最优反应的策略）也⽆效 

• 为了分析这类博弈，纳什（John F. Nash）在 1950 年提出了纳什均衡的概念 

在博弈  中，纯策略组合  如果满⾜下列条件 
 
 对于所有的 ，  是  的最优反应 
 
则称  是  的⼀个纳什均衡（Nash equilibrium） 

• 纳什均衡可以解释为，所有的参与⼈都有正确的信念，并针对该信念选择⾃⼰的最优反应 

• 在 Battle of Sexes 博弈中，(Opera, Opera) 和 (Football, Football) 都是纳什均衡 

• 在右侧的博弈中（已知  是重复剔除均衡） 

-  是纳什均衡：对于参与⼈ 1， ；对于参与⼈ 2，  

- 不存在其他纳什均衡

Γ = ⟨N, {Si}n
i=1, {vi}n

i=1⟩ s* = (s*1 , s*2 , …, s*n ) ∈ S

i ∈ N s*i s*−i

s* Γ

(U, L)
(U, L) U ≻ M ≻ D L ≻ R ≻ C
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Battle of Sexes
Chris

Opera Football

Alex
Opera 2, 1 0, 0

Football 0, 0 1, 2

即对于参与⼈  所有可选策略 ，有 i s′ i ∈ Si vi(s*i , s*−i) ≥ vi(s′ i, s*−i)

参与⼈ 2
L C R

参与⼈ 1
U 4, 3 5, 1 6, 2

M 2, 1 8, 4 3, 6

D 3, 0 9, 6 2, 8



纳什均衡的例⼦

• 囚徒困境博弈： 

- 唯⼀的纳什均衡是  

• ⼴告博弈 

- 纳什均衡： ,  

• 简化版古诺双寡头博弈 

- 纳什均衡：  
 

 

(F, F)

(M, M) (H, H)

(q*1 , q*2 ) = (30, 30)

v1(q1,30) = − q2
1 + 60q1 ⇒ q*1 = 30

v2(30,q2) = − q2
2 + 60q2 ⇒ q*2 = 30
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囚徒困境博弈

参与⼈ 2
M F

参与⼈ 1
M –2, –2 –5, –1

F –1, –5 – 4, – 4

⼴告博弈

公司 2
L M H

公司 1

L 6, 6 2, 8 0, 4

M 8, 2 4, 4 1, 3

H 4, 0 3, 1 2, 2

简化版古诺双寡头博弈 
• 可变成本： ,  
• 需求函数： ,  
• ⽀付函数：  

               

ci(qi) = 10qi i ∈ {1,2}
q = 100 − p q = q1 + q2
v1(q1, q2) = − q2

1 + (90 − q2) q1
v2(q1, q2) = − q2

2 + (90 − q1) q2

同时也是严格优势策略均衡

不存在严格优势策略均衡，同时只有  是严格劣势策略L

同时也是重复剔除均衡



均衡间的关系

定理：如果策略组合  满⾜下⾯条件之⼀， 

1.  是唯⼀的严格优势策略均衡 

2.  是唯⼀的重复剔除均衡 

3.  是唯⼀的可理性化策略组合 

则  是唯⼀的纳什均衡  

• 证明： 

-  是严格优势策略均衡     for all  and all  

-  是重复剔除均衡     不会严格劣于任意的      for all  and all  

-  是唯⼀的可理性化策略组合     是  的最优反应     for all  
   是纳什均衡（定义），且唯⼀ 

• 存在多个可理性化策略组合（即重复删除⽆法成为最优反应的策略后，剩余的策略组合不唯⼀）时，可理性化策
略组合与纳什均衡不等价（可参考⼴告博弈）

s* = (s*1 , s*2 , …, s*n )

s*

s*

s*

s*

s* ⇔ vi(s*i , s−i) > vi(s′ i, s−i) s′ i ≠ s*i s−i ∈ S−i

s* ⇒ s*i s′ i ⇔ vi(s*i , s−i) ≥ vi(s′ i, s−i) s′ i ≠ s*i s−i ∈ S−i

s* ⇔ s*i s*−i ⇔ vi(s*i , s*−i) ≥ vi(s′ i, s*−i) s′ i ≠ s*i
⇔ s*
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注意：1    2    3⇒ ⇒



如何在矩阵博弈中找出纳什均衡

• 如果存在纳什均衡，则可以通过下⾯的⽅法找到 

1. 针对每⼀列（即参与⼈ 2 的每⼀个策略）， 
找到参与⼈ 1 的最⼤回报值并进⾏标注 
（例如添加下划线，或添加 ） 

2. 针对每⼀⾏（即参与⼈ 1 的每⼀个策略）， 
找到参与⼈ 2 的最⼤回报值并进⾏标注 

3. 如果在同⼀个矩阵要素中两个参与⼈的回报都被标注 
则该要素对应的策略组合就是纳什均衡 
 
右侧博弈的唯⼀纳什均衡是 

*

(M, C)
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参与⼈ 2
L C R

参与⼈ 1
U 7, 7 4, 2 1, 8

M 2, 4 5, 5 2, 3

D 8, 1 3, 2 0, 0

参与⼈ 2
L C R

参与⼈ 1
U 7, 7 4, 2 1, 8

M 2, 4 5, 5 2, 3

D 8, 1 3, 2 0, 0

参与⼈ 2
L C R

参与⼈ 1
U 7, 7 4, 2 1, 8

M 2, 4 5, 5 2, 3

D 8, 1 3, 2 0, 0



对纳什均衡的评价

• 存在性： 

- 当其他均衡不存在时，纳什均衡可能存在； 

- 当其他均衡存在唯⼀解时，该解也是唯⼀的纳什均衡； 

- 纳什均衡也可能不存在 

• 唯⼀性：纳什均衡可能不是唯⼀的（例如 Battle of Sexes） 

• 不变性：定义中使⽤了  关系，因此可能对微⼩变化敏感 

• 结果的帕累托最优性：纳什均衡⽆法保证结果的帕累托最优性（例如囚徒困境博弈）

≥
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公地悲剧
The tragedy of commons

• ⼀群牧⺠共享⼀块牧场。每个牧⺠都想通过扩⼤畜牧规模⽽增加收⼊。例如每增加⼀头⽺都会增加其牧主的收
⼊，但是增加的成本（牧场整体质量的下降）则要所有牧⺠共同承担。如果每个牧⺠都不断增加⾃⼰的畜牧规
模，则最终所有⼈都⽆法继续⽣存。 

• 我们可以定义下⾯的博弈： 

- 参与⼈：  

- 策略： , ,  

- ⽀付函数：策略组合  给参与⼈  带来的回报为 
 

   

• 针对每个 ，  是  的最优反应意味着 

          满⾜⼀阶条件          

• 当  时， ,          纳什均衡为 

N = {1,…, n}

ki ∈ ℝ+ i ∈ N ∑n
i=1 ki ≤ K

k = (k1, …, kn) i

vi(ki, k−i) = ln(ki) + ln(K− ∑n
i=1 ki)

i ki k−i

ki = argmax
si

vi(si, k−i) ⇒ ki
∂vi(ki, k−i)

∂ki
=

1
ki

−
1

K − ∑n
i=1 ki

= 0 ⇔ ki =
K − ∑j≠i kj

2

n = 2 k1(k2) = (K − k2)/2 k2(k1) = (K − k1)/2 ⇒ (k*1 , k*2 ) = ( K
3 , K

3 )
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每个参与⼈  都需要消耗⼀定量的清洁空⽓  进⾏⽣产，⽽清洁空⽓的总量为 i ki K

⽤  进⾏⽣产给参与⼈  带来的收益为 ，⽽剩余清洁空⽓给每个⼈带来的 
效⽤为 

ki i ln(ki)
ln(K− ∑n

i=1 ki)



公地悲剧
The tragedy of commons

• 当  时，纳什均衡为  

•  会带来帕累托最优结果吗？ 

- 令 ，并考虑  

- ⼀阶条件为 
 

  

- 最优解为 。此策略组合的结果为帕累托最优 

- 可以很容易地确认  帕累托优于  

• 基于⾃身利益最⼤化的纳什均衡实际上带来了过度消费

n = 2 (k*1 , k*2 ) = ( K
3 , K

3 )
( K

3 , K
3 )

w(k1, k2) = v1(k1, k2) + v2(v1, v2) max
k1,k2

w(k1, k2)

∂w(k1, k2)
∂k1

=
1
k1

−
2

K − k1 − k2
= 0

∂w(k1, k2)
∂k2

=
1
k2

−
2

K − k1 − k2
= 0

(k#
1 , k#

2) = ( K
4 , K

4 )
( K

4 , K
4 ) ( K

3 , K
3 )
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86 . Chapter 5 Pinning Down Beliefs: Nash Equilibrium

k2

K

K

K—
2

K—
2

K—
3

K—
3

k1

k1(k2) =
K – k2—

2

Nash equilibrium

k2(k1) =
K – k1—

2

FIGURE 5.1 Best-response functions: two-player tragedy of the commons.

2’s consumption increases toward K , player 1’s consumption decreases toward zero.
If we solve the two best-response functions simultaneously, we find the unique Nash
equilibrium, which has both players playing k1 = k2 = K

3 , as shown in Figure 5.1.
Now we can ask whether this two-player society could do better. Is consuming

K
3 for each player too much or too little? The right way to answer these questions

is using the Pareto criterion: can we find another consumption profile that will make
everyone better off? If we can, we can compare that with the Nash equilibrium to
answer this question. To find such a profile we’ll use a little trick: we will maximize
the sum of all the payoff functions, which we can think of as the “world’s payoff
function,” w(k1, k2). I won’t go into the moral justification for using this approach,
but it will turn out to be a useful tool.4 The function we are maximizing is, therefore,

max
k1,k2

w(k1, k2) =
2∑

i=1

vi(k1, k2) =
2∑

i=1

ln(ki) + 2 ln

(

K −
2∑

i=1

ki

)

.

The first-order conditions for this problem are

∂w(k1, k2)

∂k1
= 1

k1
− 2

K − k1 − k2
= 0

and
∂w(k1, k2)

∂k2
= 1

k2
− 2

K − k1 − k2
= 0.

4. In general, maximizing the sum of utility functions, or maximizing total welfare, will result in a
Pareto-optimal outcome, but it need not be the only one. In this example, this maximization gives
us the symmetric Pareto-optimal consumption profile because the payoff function of each player is

concave in his own consumption with ∂vi
∂ki

> 0, ∂2vi

∂k2
i

< 0, and limki→0
∂vi
∂ki

= ∞.

 称为社会福利函数w(k1, k2)



练习：含  个参与⼈的公地悲剧博弈n

• 考虑含  个参与⼈的公地悲剧博弈，并回答下⾯的问题 

1. 找到纳什均衡 

2. 通过最⼤化社会福利函数找到帕累托最优策略组合 

3. 当  时，纳什均衡对应的的消费和回报如何变化？

n

n → ∞
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沙滩上的冷饮摊位：Hotelling 模型

• 在同⼀⽚沙滩上有两个冷饮摊位。假设游客只会光顾离他们最近的冷饮摊位（如果离两个摊位的距离⼀样，则随机选择），且游客
均匀分布在整⽚沙滩上，那摊主应该把摊位放在什么位置呢？ 

• 为了简化问题，设沙滩为⼀维直线，上⾯均匀分布着 101 名游客，并⽤ –50 ⾄ 50 的整数依次命名 

• 博弈的定义： 

- 参与⼈：  

- 策略： ,  

- ⽀付函数： 
 

 ,         

• 纳什均衡为 

N = {1, 2}

Si = {−50, − 49, …, 49, 50} i ∈ {1,2}

v1(s1, s2) =
[s1 − (−50)] + (s2 − s1 + 1)/2  if s1 < s2

50.5  if s1 = s2

[50 − s1] + (s1 − s2 + 1)/2  if s1 > s2

v2(s1, s2) =
[50 − s2] + (s2 − s1 + 1)/2  if s1 < s2

50.5  if s1 = s2

[s2 − (−50)] + (s1 − s2 + 1)/2  if s1 > s2

(0, 0)
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– 50 500s1 s2



混合策略



混合策略
Mixed strategy

令  为参与⼈  的有限纯策略集合。我们称  上的 
所有概率分布的集合  为  的单纯形（complex）。参与⼈  的⼀个 
混合策略（mixed strategy）是  上的⼀个概率分布 ，即 
 
 ,     
 
其中  是策略  的概率 

• 在硬币匹配博弈中，设参与⼈  选择策略  的概率是 ,  
，则参与⼈  的混合策略可以表达为 ，或简写为  

混合策略  中，所有概率为正的纯策略  的集合，即 ，称为  的⽀撑（support） 

如果参与⼈  的纯策略集合  是⼀个连续区间，则  的混合策略是  上的累积分布函数 ，即 
。如果  存在密度函数 ，则称密度为正的策略  的集合，即 ，为  的⽀撑

Si = {si1, si2, …, sim} i Si
ΔSi Si i

Si σi ∈ ΔSi

σi = (σi(si1), σi(si2), …, σi(sim))
σi(si) si

i H σi(H) = pi
0 ≤ pi, ≤ 1 i (pi,1 − pi) pi

σi si ∈ Si {si ∈ Si : σi(si) > 0} σi

i Si i Si Fi : Si → [0, 1]
Fi(x) = Pr(si ≤ x) Fi fi si {si ∈ Si : fi(si) > 0} Fi
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硬币匹配博弈

参与⼈ 2
H T

参与⼈ 1
H 1, –1 –1, 1

T –1, 1 1, –1

不存在纯策略纳什均衡

根据离散概率分布函数的定义： 

1.  for all  , 

2.

σi(si) ≥ 0 si ∈ Si

∑si∈Si
σi(si) = 1

s1

s2 s3

三个纯策略构成的单纯形



混合策略和信念

• 混合策略的概念不仅给参与⼈提供了更多策略选择，也让参与⼈的信念有了更多的选择 

• 在纯策略下，信念定义为其他参与⼈的策略组合 ，是参与⼈  对其他参与⼈策略的⼀种预测。如
果每个参与⼈都可以选择混合策略，则信念的定义也随之改变为其他参与⼈策略组合的概率分布 

在混合策略下，参与⼈  的信念是其他参与⼈的策略组合的概率分布 ，即  代表其他参
与⼈选择策略组合  的概率 

• 例如三⼈投票博弈中，如果参与⼈ 1 预测参与⼈ 2 的混合策略（即选择  的概率）是 
，参与⼈ 3 的混合策略是 ，则参与⼈ 1 的信念表达为 

 
    ,  ,  ,  , 
    

s−i i

i πi ∈ ΔS−i π(s−i)
s−i ∈ S−i

(Y, N, A)
(0.2, 0.8, 0) (0.4, 0, 0.6)

π1(Y, Y) = 0.08 π1(Y, A) = 0.12 π1(N, Y) = 0.32 π1(N, A) = 0.48
π1(Y, N) = π1(N, N) = π1(A, N) = π1(A, Y) = π1(A, A) = 0
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注意：也可以将参与⼈  对参与⼈  的混合策略 
的预测称为  对  的信念，例如  为参与 
⼈ 1 对参与⼈ 2 的信念。在独⽴决策的条件下，可 
以推出上⾯的定义（即通过边际分布计算联合分布）

i j
i j (0.2, 0.8, 0)



期望回报
Expected payoff

当参与⼈  选择纯策略 ，⽽其他参与⼈选择混合策略  时，参与⼈  的期望回报是 
 
   

 
当参与⼈  选择混合策略 ，⽽其他参与⼈选择混合策略  时，参与⼈  的期望回报是 
 
   

 

• 以前⾯的三⼈投票博弈为例，如果参与⼈ 1 选择纯策略是 ，则其期望回报为 
 

  

i si ∈ Si σ−i ∈ ΔS−i i

vi(si, σ−i) = ∑
s−i∈S−i

σ−i(s−i) ⋅ vi(si, s−i)

i σi ∈ ΔSi σ−i ∈ ΔS−i i

vi(σi, σ−i) = ∑
si∈Si

σi(si) ⋅ vi(si, σ−i) = ∑
si∈Si

( ∑
s−i∈S−i

σi(si) ⋅ σ−i(s−i) ⋅ vi(si, s−i))

Y

0.08 × v1(Y, Y, Y ) + 0.12 × v1(Y, Y, A) + 0.32 × v1(Y, N, Y ) + 0.48 × v1(Y, N, A)
= 0.08 × 1 + 0.12 × 1 + 0.32 × 1 + 0.48 × 0
= 0.52
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混合策略纳什均衡
Mixed-strategy Nash equilibrium

在博弈  中，混合策略组合  如果满⾜下列条件 
 
 对于所有的 ，  是  的最优反应 
 
则称  是  的⼀个（混合策略）纳什均衡 

• 纯策略纳什均衡是混合策略纳什均衡的⼀种特殊形式 

定理：如果  是纳什均衡，且  和  都在  的⽀撑中，则  

• 可以⽤反证法证明此定理。如果 ，则参与⼈  可以考虑混合策略 ，其中 ，
。此时 ，因此  不是  的最优反应。 

• 换句话说，混合策略的⽀撑中的每个纯策略对于参与⼈来说都是⽆差别的，且拥有同样⽀撑的任何混合策略也都
是⽆差别的

Γ = ⟨N, {Si}n
i=1, {vi}n

i=1⟩ σ* = (σ*1 , σ*2 , …, σ*n )

i ∈ N σ*i σ*−i

σ* Γ

σ* si s′ i σ*i vi(si, σ*−i) = vi(s′ i, σ*−i) = vi(σ*i , σ*−i)

vi(si, σ*−i) > vi(s′ i, σ*−i) i σ#
i σ#

i (s′ i) = 0
σ#

i (si) = σ*i (si) + σ*i (s′ i) vi(σ#
i , σ*−i) > vi(σ*i , σ*−i) σ* σ*−i
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即对于参与⼈  所有可选混合策略 ，有 i σ′ i ∈ ΔSi vi(σ*i , σ*−i) ≥ vi(σ′ i, σ*−i)



例题：匹配硬币博弈

• 假设参与⼈ 1 选择  的概率为 ，参与⼈ 2 选择  的概率为  

• 混合策略组合  对应的期望回报为： 
 

 ,     

• 参与⼈的最优反应对应（best-response correspondence）为： 
 

 ,     

• 满⾜  的组合  就是纳什均衡。在这个例⼦中，这个步骤 
可以通过查看  和  的交点完成。 
 

从右图可知，唯⼀的纳什均衡为 

H p H q

(p, q)

v1(H, q) = q × 1 + (1 − q) × (−1) = 2q − 1
v1(T, q) = q × (−1) + (1 − q) × 1 = 1 − 2q

v2(p, H) = p × (−1) + (1 − p) × 1 = 1 − 2p
v2(p, T ) = p × 1 + (1 − q) × (−1) = 2p − 1

BR1(q) =
p = 0  if q < 1/2
p ∈ [0,1]  if q = 1/2
p = 1  if q > 1/2

BR2(p) =
q = 1  if p < 1/2
q ∈ [0,1]  if p = 1/2
q = 0  if p > 1/2

p ∈ BR1(q), q ∈ BR2(p) (p, q)
BR1(q) BR2(p)

(1/2, 1/2)
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匹配硬币博弈

参与⼈ 2
H T

参与⼈ 1
H 1, –1 –1, 1

T –1, 1 1, –1

p

q

1

10

BR1(q)

BR2(p)

1
2

1
2



例题：⽯头剪⼦布博弈

• 此博弈中，每个参与⼈有三个纯策略，因此需要两个变量，并且 
期望回报函数和最优反应对应会变得⾮常复杂 

• 此时我们可以通过观察博弈的特征，推导纳什均衡需要满⾜的性质，继⽽尝试寻找纳什均衡 

- 不存在纯策略纳什均衡 

- 当⼀个参与⼈选择纯策略时，任何混合策略都 
不会成为另⼀个参与⼈的最优反应 

- 在纳什均衡中，没有参与⼈只在两个纯策略中进⾏混合 

• 可⽤反证法证明：假设参与⼈  在  和  中混合    则对于参与⼈  来说 ，因此在纳什均衡中  选择  的概率为零  
  对于参与⼈  来说 ，因此如果  不选择 ，则  也不会选择     与假设⽭盾 

- 此时如果我们猜测  是⼀个纳什均衡，则需要证明 

•  和  互为最优反应：当  选择  时，  的所有纯策略的期望回报都为 0，因此任意混合策略对于  来说都是最优反应 

•  是唯⼀的纳什均衡：令 ,  ,  ，则  的三个纯策略的期望回报为 
 

 ,   ,  ,  且三个期望回报相等    可解出 

i R P ⇒ j P ≻ R j R
⇒ i S ≻ P j R i P ⇒

σ*1 = σ*2 = (1/3, 1/3, 1/3)
σ*1 σ*2 i σ*i j j

(σ*1 , σ*2 ) σi(P) = p ∈ (0,1) σi(R) = r ∈ (0,1) σi(S) = 1 − p − r ∈ (0,1) j

vj(R, σi) = 1 − r − 2p vj(P, σi) = 2r + p − 1 vj(S, σi) = − r + p ⇒ p = r = 1/3
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⽯头剪⼦布博弈

参与⼈ 2
R P S

参与⼈ 1

R 0, 0 –1, 1 1, –1

P 1, –1 0, 0 –1, 1

S –1, 1 1, –1 0, 0

纳什均衡只包含混合策略}



例题：多个纳什均衡

• 考虑右侧的博弈：假设参与⼈ 1 选择  的概率为 ，参与⼈ 2 选择  的概率为  

• 混合策略组合  对应的期望回报为： 
 

  ,     

• 参与⼈的最优反应对应为： 
 

 ,     

• 从右图可知，纳什均衡为 , , ，其中  为 
混合策略

M p C q

(p, q)

v1(M, q) = 3(1 − q) = 3 − 3q
v1(D, q) = 4q

v2(p, C) = 4(1 − p) = 4 − 4p
v2(p, R) = 5p + 3(1 − p) = 2p + 3

BR1(q) =
p = 0  if q > 3/7
p ∈ [0,1]  if q = 3/7
p = 1  if q < 3/7

BR2(p) =
q = 0  if p > 1/6
q ∈ [0,1]  if p = 1/6
q = 1  if p < 1/6

(1, 0) (1/6, 3/7) (0, 1) (1/6, 3/7)
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参与⼈ 2
C R

参与⼈ 1
M 0, 0 3, 5
D 4, 4 0, 3

p

q

1

10

BR1(q)

BR2(p)

3
7

1
6



纳什存在性定理
Nash’s existence theorem

纳什存在性定理：任何有限标准式博弈⼀定存在（混合策略）纳什均衡 
 
 

• 因为混合策略包含纯策略，因此存在只有⼀个纯策略纳什均衡的博弈 

• 此定理的证明需要⽤到布劳威尔不动点定理（Brouwer’s f ixed-point theorem）或⻆
⾕静夫不动点定理（Kakutani’s f ixed-point theorem），感兴趣的同学可以阅读第六
章第4节
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有限参与⼈，每个参与⼈都拥有有限纯策略集合



练习：混合策略下的优势与劣势

• 如果参与⼈  的纯策略  严格劣于混合策略 ，则在任意纳什均衡中，参与
⼈  选择  的概率都为零 

• 因此，我们可以通过重复剔除严格劣势策略 
缩⼩策略集合，使求纳什均衡的过程简单化 
 

• 考虑右⾯的矩阵博弈，并回答下⾯的问题： 

1. 证明在任意纳什均衡中，参与⼈ 1 选择  的概率为零（  严格劣于  与  的混合策略） 

2. 证明在任意纳什均衡中，参与⼈ 2 选择  的概率为零（  严格劣于  与  的混合策略） 

3. 找到纳什均衡  

i si ∈ Si σi ∈ ΔSi
i si

M M T B

R R L C
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参与⼈ 2
L C R

参与⼈ 1
T 6, 2 0, 6 4, 4
M 2, 12 4, 3 2, 5
B 0, 6 10, 0 2, 2



练习：市场准⼊

• 三家公司都在考虑是否进⼊⼀个新的市场 

• 当进⼊新市场的公司数量为  时，每个进⼊市场的公司获得的利润为  

• 进⼊市场的成本是 62 

• 回答下⾯的问题： 

1. 找到所有的纯策略纳什均衡 

2. 找到对称的混合策略纳什均衡（对称意为三家公司进⼊市场的概率相同）

n
150
n
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