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• 线性回归模型

• 


• 系数的估计

• 最⼩⼆乘估计量  和  的表达式


• 拟合优度

• R2 与回归标准误


• 最⼩⼆乘假设


• OLS 估计量的抽样分布

• ⽆偏性与⼀致性、渐进正态分布

Yi = β0 + β1Xi + ui

̂β 0
̂β 1

主要内容
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• 因果推断（causal inference） 
 
通过数据估计某个变量（ ）的变化给另⼀个变量（ ）带来
的影响。回归分析是否能揭示因果关系取决于  的取值是否是
随机分配（或近似于随机分配）。


• 预测（prediction） 
 
通过某个变量的观测值预测另⼀个变量的值。

X Y
X

回归分析的⽬的

3



线性回归模型



• 某地区教育部⻔打算增加该地区⼩学教师数量。这样做会导
致：


• 教育的成本增加


• 班级规模变⼩，从⽽促进教育质量的提升


• 为了准确衡量利弊，就有必要了解缩⼩班级规模对教育质量产
⽣的影响。班级规模⼀般⽤⼈数衡量，⽽教育质量往往可以⽤
考试成绩代表。


• 对以上问题更加具体的描述是：若班级规模平均减少了2个学
⽣，则对该地区的标准化测试成绩（统⼀考试）有什么影响？

变量间的关系
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• 班级规模（ClassSize）的变化对考试成绩（TestScore）产⽣
的影响为 
 
 
 
 
也可写成


• 若假设两者间的关系为线性，则  为斜率，⽽班级规
模和考试成绩间的关系可描述为

βClassSize

班级规模与考试成绩
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bClassSize =
change in TestScore
change in ClassSize

=
DTestScore
DClassSize

<latexit sha1_base64="+V90H0s/5X+VEquTjfv8y4zz1OQ="></latexit><latexit sha1_base64="+V90H0s/5X+VEquTjfv8y4zz1OQ="></latexit><latexit sha1_base64="+V90H0s/5X+VEquTjfv8y4zz1OQ="></latexit><latexit sha1_base64="+V90H0s/5X+VEquTjfv8y4zz1OQ="></latexit>

DTestScore = bClassSize ⇥DClassSize
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TestScore = b0 +bClassSize ⇥ClassSize
<latexit sha1_base64="5vQjGOBB/8/CSQ5bBtnEV2npaKU="></latexit><latexit sha1_base64="5vQjGOBB/8/CSQ5bBtnEV2npaKU="></latexit><latexit sha1_base64="5vQjGOBB/8/CSQ5bBtnEV2npaKU="></latexit><latexit sha1_base64="5vQjGOBB/8/CSQ5bBtnEV2npaKU="></latexit>



• 很明显，考试成绩不是完全由班级规模决定的。其他影响考试
成绩的因素包括：教师素质、教材质量、学⽣素质、学⽣家庭
状况、考试时的临场发挥（等随机因素）。


• 我们把其他影响因素综合在⼀起，称为 other factors，加⼊关
系式，便可得到


• 这种建模思路具有普遍性。我们可以⽤  替代班级规模，⽤  
替代考试成绩，从⽽得到线性模型的⼀般形式。

X Y

引⼊其他影响因素
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TestScore = b0 +bClassSize ⇥ClassSize+other factors
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• ⼀元线性回归模型

Linear regression model
线性回归模型
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Yi = �0 + �1Xi + ui

因变量

dependent variable ⾃变量 / 回归变量


independent variable / regressor

误差项

error term

系数

coefficients



• ⼀元线性回归模型


• 总体回归函数是总体中  和  之间在平均意义上成⽴的关
系。当给出  的值时，我们可以⽤它预测  的取值。也可以
写成 。

X Y
X Y

E(Y ∣ X) = β0 + β1X

Linear regression model
线性回归模型
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Yi = �0 + �1Xi + ui

总体回归线 / 总体回归函数

population regression line / population regression function



线性回归模型图示
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146 CHAPTER 4  Linear Regression with One Regressor 

down (b1 6 0), which means that districts with lower student–teacher ratios (smaller 
classes) tend to have higher test scores. The intercept b0 has a mathematical meaning 
as the value of the Y axis intersected by the population regression line, but, as men-
tioned earlier, it has no real-world meaning in this example.

Terminology for the Linear Regression Model  
with a Single Regressor

The linear regression model is

Yi = b0 + b1Xi + ui,

where

the subscript i runs over observations, i = 1, c, n;

Yi is the dependent variable, the regressand, or simply the left-hand variable;

Xi is the independent variable, the regressor, or simply the right-hand variable;

b0 + b1X is the population regression line or the population regression function;

b0 is the intercept of the population regression line;

b1 is the slope of the population regression line; and

ui is the error term.

KEY CONCEPT 

4.1

FIGURE 4.1  Scatterplot of Test Score vs. Student–Teacher Ratio (Hypothetical Data)

The scatterplot shows hypothetical observations  
for seven school districts. The population regression 
line is b0 + b1X. The vertical distance from the  
ith point to the population regression line is 
Yi - (b0 + b1Xi), which is the population error 
term ui for the ith observation.
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• STAR (California Standardized Testing and Reporting) 数据集
是惯于美国加州⼩学教育的数据集，包含考试成绩、学校特
征、学⽣背景等变量。本书中⽤到的数据涵盖1998-1999年间
420个学区。


• 数据⽂件 caschool.xlsx


• 说明⽂件 californiatestscores.docx

STAR 数据集
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• “testscr”：数学和语⾔考试的平均成绩


• “str”：学⽣教师⽐（学⽣⼈数 / 教师⼈数）

Average test score and student-teacher ratio
考试成绩和学⽣教师⽐
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Average test score and student-teacher ratio
考试成绩和学⽣教师⽐
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系数的估计



•  是总体均值的估计量。


• 同样，在⼀元线性回归模型中，  和  是我们假设的总体回
归函数中的未知量，因此也需要利⽤数据对其进⾏估计。


• 令  和  分别表示  和  的某个估计量，则使观测误差的
平⽅和 
 
 
 
 
取值最⼩的估计量被称为普通最⼩⼆乘（ordinary least 
squares, OLS）估计量，分别记为  和  。

Y

β0 β1

b0 b1 β0 β1

̂β 0
̂β 1

Estimating the regression coefficients
回归系数的估计
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nX

i=1

(Yi � b0 � b1Xi)
2



散点图与回归曲线
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b0

b1

sum
 of squared m

istakes
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nX

i=1

(Yi � b0 � b1Xi)
2



对  求⼀阶偏导，可得⼀阶条件 
 

	  

 
将两式除以  并令其等于零，整理后可得⼀阶条件 
 

	  

 
最⼩⼆乘估计量  和  满⾜此条件。解⽅程组后可得 
 

	 ,      

∑n
i=1 (Yi − b0 − b1Xi)2

∂
∂b0

∑n
i=0 (Yi − b0 − b1Xi)2 = − 2∑n

i=0 (Yi − b0 − b1Xi)
∂

∂b1
∑n

i=0 (Yi − b0 − b1Xi)2 = − 2∑n
i=0 (Yi − b0 − b1Xi)Xi

n

Y − b0 − b1X = 0
1
n ∑n

i=0 YiXi − b0X − b1
1
n ∑n

i−1 X2
i = 0

̂β 0
̂β 1

̂β 1 =
∑n

i=1 (Xi − X)(Yi − Y)

∑n
i=1 (Xi − X)2

= sXY

s2
X

̂β 0 = Y − ̂β 1X

最⼩⼆乘估计量的推导
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• 斜率  和截距  的 OLS 估计量分别为


• OLS 预测值（predicted  value）：


• 残差：

β1 β0

OLS estimator, predicted values, and residuals
OLS 估计量、预测值和残差

19

�̂1 =

Pn
i=1(Xi �X)(Yi � Y )
Pn

i=1(Xi �X)2
=

sXY

s2X

�̂0 = Y � �̂1X

Ŷi = �̂0 + �̂1Xi

样本回归线 / 样本回归函数

sample regression line/ 

sample regression function

ûi = Yi � Ŷi



• 初学者经常会把回归分析和相关分析相混淆。


• 在线性回归模型中， 
 

	 


• 在统计学中，样本相关系数为 
 
	 


• 如果⽤  回归 ，则斜率的 OLS 估计量为  。

̂β 1 =
∑n

i=1 (Xi − X)(Yi − Y )

∑n
i=1 (Xi − X)2

=
sXY

s2
X

corr(X, Y ) =
sXY

sXsY

Yi Xi
sXY

s2
Y

 与相关系数̂β 1
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Average test score and student-teacher ratio
考试成绩和学⽣教师⽐

21

���

���

���

���

���

���

���

�� �� �� �� �� �� ��

��
��
��
�

���

������� ������ ��� ����� ����� ������� ���

� � ���� � ����� \testscr = 698.9� 2.28⇥ str



• 针对 STAR 数据的 OLS 回归结果为  
 

• 这⾥我们关注斜率的估计值 -2.28。该值表示当每个教师对应的学
⽣⼈数增加⼀个时，学区考试成绩将平均下降 2.28 分。


• 截距的估计值 698.9 本身没有实际意义。但加⼊我们将学⽣教师
⽐的均值带⼊，就能得到平均班级⼈数下的平均考试成绩，⽽在
该计算中 698.9 的作⽤是不可或缺的。


• 斜率的估计值是⼤还是⼩呢？若将班级⼈数减⼩ 2 ⼈，则平均成
绩上升 4.56 分。2 ⼈在班级⼈数分布中的变化很明显；⽽ 4.56 分
在成绩分布中的变化并不明显，但也不是可以忽略的。

如何理解回归结果

22

\testscr = 698.9� 2.28⇥ str



• OLS 估计是实证研究中最常⽤的⽅法。


• OLS 估计量具有理想的理论性质。在适当的假设条件下，OLS 
估计量是⽆偏的且具有⼀致性。


• 在另外的附加条件下，可以证明 OLS 估计量是有效的
（BLUE）。 
 
⇒ 详⻅ 5.5 节 Gauss-Markov 定理

为什么使⽤ OLS 估计量

23



拟合优度



• 拟合优度是指回归线与数据的拟合（fit）效果。即回归变量解释了多少
因变量的变化，或观测值是否紧密聚集在回归线周围。


• R2，⼜称作决定系数（correlation of determination），是指可由  
解释（或预测）的  样本⽅差的⽐例。


• 从                           可定义 R2 为  的样本⽅差和  的样本⽅差之⽐，
即

Xi
Yi

̂Yi Yi

R2

25

Yi = Ŷi + ûi

R2 =

Pn
i=1(Ŷi � Y )2

Pn
i=1(Yi � Y )2

=
ESS

TSS

= 1�
Pn

i=1 û
2
iPn

i=1(Yi � Y )2
= 1� SSR

TSS

(explained sum of squares，被解释平⽅和)

(total sum of squares，总平⽅和)

(sum of squared residuals，残差平⽅和)

详细推到过程参⻅附录4.3



残差平⽅和的图示

26

OLS 回归 的平均值Yi
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Y ~ X + N(0, 100)

R2 = 0.03801
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• 回归标准误（standard error of regression, SER）是另⼀个衡
量拟合优度的量，其定义为回归误差  的标准偏差的估计值。


• 从定义可以看出，SER 是⽤因变量单位度量的观测值在回归线
附近的离散程度。


• SER 取值为⾮负实数，没有理论上限。

ui

Standard error of regression
回归标准误

28

SER = sû, where s2û =
1

n� 2

nX

i=1

û2
i =

SSR

n� 2
<latexit sha1_base64="jp8AWKyouJT/lp8rSkiFjV2vOKQ="></latexit>



• R2 衡量的是 OLS 回归线对数据的拟合程度，或者回归变量对因变量变
化的解释能⼒。SER 衡量的是样本数据在回归线附近的离散程度。


• R2 的取值范围在 0 和 1 之间，越接近 1 代表回归变量能够更好的解释
因变量的变化。


• SER 取值越低，代表⽤回归变量预测因变量的准确度越⾼。


• R2 的取值低（SER 的取值⾼），并不代表 OLS 回归“好”或“不好”，⽽
是反映出存在影响因变量的其他重要因素（包含在残差项中）。

如何理解 R2 和 SER

29



• 在主程序窗中： 
 
Model > Ordinary least squares >  

• 在编程模式中： 
 
ols testscr const str

在 gretl 中进⾏ OLS 回归

30

因变量 回归变量
Yi = β0 + β1Xi + ui

= β01 + β1Xi + ui



Model 1: OLS, using observations 1-420 
Dependent variable: testscr 

             coefficient   std. error   t-ratio    p-value  
  --------------------------------------------------------- 
  const       698.933       9.46749     73.82     6.57e-242 *** 
  str          −2.27981     0.479826    −4.751    2.78e-06  *** 

Mean dependent var   654.1565   S.D. dependent var   19.05335 
Sum squared resid    144315.5   S.E. of regression   18.58097 
R-squared            0.051240   Adjusted R-squared   0.048970 
F(1, 418)            22.57511   P-value(F)           2.78e-06 
Log-likelihood      −1822.250   Akaike criterion     3648.499 
Schwarz criterion    3656.580   Hannan-Quinn         3651.693

在 gretl 中进⾏ OLS 回归

31



最⼩⼆乘假设



• OLS 估计值可以很好的回答关于预测的问题，例如当⼀个学区的平均班
级规模为已知时，我们可以预测该区的平均考试成绩。


• 但是我们更关⼼的是因果推论，即班级规模的变化是否会，以及在哪种
程度上，影响考试成绩。


• 在随机对照试验中，处理的因果效应可以表达为 
 
	 	  
 
并可以通过⽐较处理组和对照组的样本均值来估计。


• 当  取连续值时，在能够保证随机赋值的情况下，因果效应可以通过 
OLS 回归估计。此时我们是在假设  具有因果效应，即当  增加⼀个
单位时给  带来的影响。

E(Y ∣ X = 1) − E(Y ∣ = 0)

X
β1 X

Y

区别因果推论和预测

33



• 误差项  包含了其他所有可能对因变量产⽣影响的因素。若假设 1 成⽴，
则  。


• 假设 1 保证了在给定  的情况下，其他变量的变化在均值意义上不对  产
⽣影响。同时可导出  与  不相关（ ），
即  不受其他变量影响、同时  不会通过其他变量间接地影响 。


• 在随机对照试验中，由于  是随机赋值的，其取值和其他变量独⽴，即可
导出假设 1（ ）。 


• 在观测数据中，我们⽆法期待  是随机赋值的。我们最多只能希望  就像
是随机赋值的，即保证 。


• 如果  也会对  产⽣影响，则可导出 ，进⽽得到 
 （具体⻅第12章）。因此假设 1 排除了反向因果关系。

ui
E(Yi ∣ Xi) = β0 + β1Xi

Xi Yi
Xi ui E(ui ∣ Xi) = 0 ⇒ corr(Xi, ui) = 0

Xi Xi Yi

Xi
Xi 和 ui 独⽴ ⇒ E(ui ∣ Xi) = 0

Xi Xi
E(ui ∣ Xi) = 0

Yi Xi corr(Xi, ui) ≠ 0
E(ui ∣ Xi) ≠ 0

假设 1：给定  时误差项  的条件分布均值为零，即 Xi ui E(ui ∣ Xi) = 0
进⾏因果推断所需要的 OLS 假设
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• 这个假设是说每⼀组观测值  都服从同⼀个联合分布，
且不同观测值之间相互独⽴。


• 如果样本是从⼀个总体中随机抽样得出的，就满⾜这个假设。


• ⼤多数抽样调查的数据满⾜这个假设。


• 有些数据不满⾜这个假设，例如：

• ⾮随机对照试验：如果处理组和对照组是⼈为分类的，就可能出现选择偏差，
也就难以满⾜同分布的假设。


• 时间序列数据：宏观经济研究中常⽤的时间序列数据，是同⼀变量在不同时间
点所观测到的数据，其⽣成服从特定的随机过程。这种数据容易产⽣⾃相关
（autocorrelation / serial correlation），即  和  之间存在相关性。

(Xi, Yi)

Xt Xt−1

假设 2： ,  为独⽴同分布(Xi, Yi) i = 1,2,…, n
进⾏因果推断所需要的 OLS 假设
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• OLS 估计对⼤异常值异常敏感。在⼤异常值存在的情况下获得的系
数有可能偏离真实值。 
 
异常值可能源于数据收集 
和整理过程中的失误。 
 
如果能确认是观测值本身不 
正确，应尽量修正，⽆法 
修正时可删除该观测值。 
 

• 不存在⼤异常值的数学描述是变量的四阶矩⾮零且有限，即 
，  。正态分布满⾜此条件。0 < E(X4

i ) < ∞ 0 < E(Y4
i ) < ∞

假设 3：不太可能出现⼤异常值
进⾏因果推断所需要的 OLS 假设
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 4.4  The Least Squares Assumptions for Causal Inference 159

times a year (quarterly) for 30 years. This is an example of time series data, and a key 
feature of time series data is that observations falling close to each other in time are 
not independent but rather tend to be correlated with each other: If interest rates are 
low now, they are likely to be low next quarter. This pattern of correlation violates 
the “independence” part of the i.i.d. assumption. Time series data introduce a set of 
complications that are best handled after developing the basic tools of regression 
analysis, so we postpone discussion of time series data until Chapter 15.

Assumption 3: Large Outliers Are Unlikely
The third least squares assumption is that large outliers—that is, observations with 
values of Xi, Yi, or both that are far outside the usual range of the data—are unlikely. 
Large outliers can make OLS regression results misleading. This potential sensitivity 
of OLS to extreme outliers is illustrated in Figure 4.4 using hypothetical data.

In this book, the assumption that large outliers are unlikely is made mathemati-
cally precise by assuming that X and Y have nonzero finite fourth moments: 
0 6 E1X4

i 2 6  ∞  and 0 6 E1Y 4
i 2 6  ∞ . Another way to state this assumption is  

that X and Y have finite kurtosis.
The assumption of finite kurtosis is used in the mathematics that justify the large-

sample approximations to the distributions of the OLS test statistics. For example, we 
encountered this assumption in Chapter 3 when discussing the consistency of the sam-
ple variance. Specifically, Equation (3.9) states that the sample variance is a consistent 
estimator of the population variance s2

Y 1s2
Y ¡p

s2
Y2. If Y1, c, Yn are i.i.d. and the 

FIGURE 4.4  The Sensitivity of OLS to Large Outliers

This hypothetical data set has one out-
lier. The OLS regression line estimated 
with the outlier shows a strong positive 
relationship between X and Y, but the 
OLS regression line estimated without 
the outlier shows no relationship.
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1. 给定  时误差项  的条件分布均值为零：  


2. ,  为独⽴同分布


3. 不太可能出现⼤异常值： , 


• 以上假设成⽴时，在⼤样本条件下，OLS 估计量具有⼀致性且其
抽样分布为正态分布。


• 以上假设在实际中是否成⽴，关系到 OLS 估计结果是否可以解释
为因果关系（假设1），是否应该对回归⽅法进⾏修正（假设
2），以及研究者的认真程度（假设3）。

Xi ui E(ui ∣ Xi) = 0

(Xi, Yi) i = 1,2,…, n

0 < E(X4
i ) < ∞ 0 < E(Y4

i ) < ∞

总结

进⾏因果推断所需要的 OLS 假设
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• In Baltagi (2011), Econometrics, 5ed, Springer.


•  为⾮随机变量时： 
(i) ;  (ii) ;  (iii) ;  (iv) 不存在⼤异常值 
(i), (ii), (iii) 也可以简写成 


•  为随机变量时： 
(i’) ;  (ii’) ;  (iii’) ;  (iv)


• In Stock and Watson (2011), 3rd.


• 假设 1  ⇔  (i’);  假设 2 ⇒ (iii’); 假设 2 + 同⽅差 ⇒ (ii’); 假设 3  ⇒  (iv)

Xi
E(ui) = 0 var(ui) = σ2

u E(uiuj) = 0
ui ∼ IID(0,σ2

u)

Xi
E(ui ∣ Xi) = 0 var(ui ∣ Xi) = σ2

u E(uiuj ∣ Xi) = 0

OLS 假设的其他表述⽅式
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OLS 估计量的抽样分布



• 令  和  分别表示  的期望值和⽅差。


•  的期望值和⽅差分别为


• 当总体服从正态分布时，  也服从正态分布。


• 在⼤样本条件下： 
 

    ⼤数定律：  
 

    中⼼极限定理：  的分布近似于正态分布 。

μY σ2
Y Yi

Y

Y

Y
p

→ μY

Y N(μY, σ2
Y /n)

 的抽样分布Y

40

E(Y ) = µY , var(Y ) =
�2
Y

n

Yi ⇠ N(µY ,�
2
Y ) ) Y ⇠ N(µY ,�

2
Y /n)

 是⽆偏的Y

 是⼀致的Y



• OLS 估计量  和  是随机变量。


• 在 OLS 假设下，  和  分别是  和  的⽆偏估计量：  
 
	 	 ,    

• 在 OLS 假设下，如果满⾜⼤样本条件，则  和  服从联合正态抽
样分布。  和  的边缘分布也都是正态分布： 
 
    ,    ,  其中  
 
    ,    

̂β 0
̂β 1

̂β 0
̂β 1 β0 β1

E( ̂β 0) = β0 E( ̂β 1) = β1

̂β 0
̂β 1̂β 0

̂β 1

̂β 0 ∼ N(β0, σ2
̂β 0
) σ2

̂β 0
= 1

n
var(Hiui)
[E(H2

i )]2 Hi = 1 − [ μX

E(X2
i ) ]Xi

̂β 1 ∼ N(β1, σ2
̂β 1
) σ2

̂β 1
= 1

n
var[(Xi − μX)ui]

[var(Xi)]2

 和  的抽样分布 ̂β 0
̂β 1

41

推导过程⻅附录4.3

 和  是⼀致估计量̂β 0
̂β 1



 的⽅差越⼤，则  的⽅差越⼩Xi
̂β 1
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econometric applications, n 7 100, so we will treat the normal approximations to the 
distributions of the OLS estimators as reliable unless there are good reasons to think 
otherwise.

The results in Key Concept 4.4 imply that the OLS estimators are consistent; that is, 
when the sample size is large and the least squares assumptions hold, bn0 and bn1 will be 
close to the true population coefficients b0 and b1 with high probability. This is because 
the variances s2

b0
 and s2

b1
 of the estimators decrease to 0 as n increases (n appears in the 

denominator of the formulas for the variances), so the distribution of the OLS estimators 
will be tightly concentrated around their means, b0 and b1, when n is large.

Another implication of the distributions in Key Concept 4.4 is that, in general, 
the larger is the variance of Xi, the smaller is the variance s2

b1
 of bn1. Mathematically, 

this implication arises because the variance of bn1 in Equation (4.19) is inversely pro-
portional to the square of the variance of Xi: the larger is var(Xi), the larger is the 
denominator in Equation (4.19) so the smaller is s2

b1
. To get a better sense of why this 

is so, look at Figure 4.5, which presents a scatterplot of 150 artificial data points on X 
and Y. The data points indicated by the colored dots are the 75 observations closest 
to X. Suppose you were asked to draw a line as accurately as possible through either 
the colored or the black dots—which would you choose? It would be easier to draw 
a precise line through the black dots, which have a larger variance than the colored 
dots. Similarly, the larger the variance of X, the more precise is bn1.

The distributions in Key Concept 4.4 also imply that the smaller is the variance 
of the error ui, the smaller is the variance of bn1. This can be seen mathematically in 

N N

N

N

FIGURE 4.5  The Variance of Bn1 and the Variance of X

The colored dots repre-
sent a set of Xi’s with a 
small variance. The black 
dots represent a set of 
Xi’s with a large variance. 
The regression line can 
be estimated more accu-
rately with the black dots 
than with the colored 
dots.
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