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统计学中的基础概念



• 随机变量的向量称为随机向量（random vector），即 ，其中 
 为随机变量


随机向量的集合  为独⽴同分布（independent and identically 
distributed/i.i.d.）是指这些随机向量相互独⽴且服从同⼀个分布 


独⽴同分布的随机向量集合  称为随机样本（random sample）


•  称为总体分布（population distribution）或总体（population）


• 从总体中获得随机样本的过程称为随机抽样（random sampling）。随机抽样有两
种解释：


1. 全体观测对象切实存在。当总体中包含  个个体（  可以是有限或⽆限）是，随机抽样是
从其中随机选择  个个体的操作。例如问卷调查或普查


2. 全体观测对象不存在。此时通过特定的数据⽣成过程（data generating process/DGP）
产⽣  个结果的操作。例如实验或观测性研究

Y = (Y1, Y2, …, Yk)
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{X1, X2, …, Xn}
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Random sampling
随机抽样
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observation is created – for example a controlled experiment, or alternatively an observational study –
and this process is repeated n times. Here the population is the probability model which generates the
observations.

An important component of sampling is the number of observations.

Definition 6.3 The sample size n is the number of individuals in the sample.

In econometrics the most common notation for the sample size is n. Other common choices include
N and T . Sample sizes can range from 1 up into the millions. When we say that an observation is an “in-
dividual” it does not necessarily mean an individual person. In economic data sets observations can be
collected on households, corporations, production plants, machines, patents, goods, stores, countries,
states, cities, villages, schools, classrooms, students, years, months, days, or other entities.

Typically, we will use X without the subscript to denote a random variable or vector with distribution
F , Xi with a subscript to denote a random observation in the sample, and xi or x to denote a specific or
realized value.
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Figure 6.1: Sampling and Inference

Figure 6.1 illustrates the process of sampling. On the left is the population of letters “a” through “z”.
Five are selected at random and become the sample indicated on the right.

The problem of inference is to learn about the underlying process – the population distribution or
data generating process – by examining the observations. Figure 6.1 illustrates the problem of inference
by the arrow drawn at the bottom of the graph. Inference means that based on the sample (in this case
the observations {b,e,h,m,x}) we want to infer properties of the originating population.

“随机”代表每个个体被选中的概率相等



样本（sample）是随机抽样的结果


• 我们通常⽤到的数据集（dataset）可以看做是某个总体的样本，数
据集中的每⼀条数据都是⼀个观测值（observation）


• 当样本中有  个观测值时，  被称为样本量（sample size）  

通过样本推测总体或数据⽣成过程的特征的⾏为称为推断（inference）


• 采⽤哪种推断⽅法取决于数据是如何获得的，即抽样的⽅法。我们主
要关注随机抽样


• 随机抽样以外还有分层抽样（stratified sampling）、整群抽样
（clustered sampling）、⾯板数据（panel data）、时间序列数据
（time series data）、空间数据（spatial data）等

n n

Sample and inference
样本与推断
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• Current Population Survey (CPS) 是美国政府
主导的关于就业的普查


• CPS 的样本量为60000个家庭


• CPS 采⽤两阶段分层抽样法


1. 将全国分成 852 个地区，并按照所在地和⼈⼝
特征等对这些地区进⾏分层，在每层中随机抽
选⼀个地区


2. 以地区为单位，在地区内部随机抽选对象家庭


• 右侧的表中包含2009年3⽉份普查中，已婚⿊
⼈⼥性且⼯作经验超过12年的⼦样本。Wage 
为时薪（年薪/⼯作时⻓），Education 为受
教育年限

Current Population Survey
真实数据的例⼦
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Table 6.1: Observations From CPS Data Set

Observation Wage Education
1 37.93 18
2 40.87 18
3 14.18 13
4 16.83 16
5 33.17 16
6 29.81 18
7 54.62 16
8 43.08 18
9 14.42 12

10 14.90 16
11 21.63 18
12 11.09 16
13 10.00 13
14 31.73 14
15 11.06 12
16 18.75 16
17 27.35 14
18 24.04 16
19 36.06 18
20 23.08 16

can be used as well.

Definition 6.4 A parameter µ is any function of the population F .

For example, the population expectation µ= E [X ] is the first moment of F .
Statistics are constructed from samples.

Definition 6.5 A statistic is a function of the sample {Xi : 1, . . . ,n}.

Recall that there is a distinction between random variables and their realizations. Similarly there is
a distinction between a statistic as a function of a random sample – and is therefore a random variable
as well – and a statistic as a function of the realized sample, which is a realized value. When we treat
a statistic as random we are viewing it is a function of a sample of random variables. When we treat it
as a realized value we are viewing it as a function of a set of realized values. One way of viewing the
distinction is to think of “before viewing the data” and “after viewing the data”. When we think about a
statistic “before viewing” we do not know what value it will take. From our vantage point it is unknown
and random. After viewing the data and specifically after computing and viewing the statistic the latter is
a specific number and is therefore a realization. It is what it is and it is not changing. The randomness is
the process by which the data was generated – and the understanding that if this process were repeated
the sample would be different and the specific realization would be therefore different.

Some statistics are used to estimate parameters.

Definition 6.6 An estimator bµ for a parameter µ is a statistic intended as a guess about µ.

Hansen, B. E. Probability & Statistics for Economists. PUP



总体  的任意函数  称为参数（parameter）


• 例如，总体均值  是总体分布  的⼀阶矩 

样本  的函数称为统计量（statistic）


• 例如，样本均值  是⼀个统计量 

如果我们想⽤某⼀统计量来猜测参数  ，则称这个统计量是  的估计量
（estimator），记作 


• 例如，样本均值  是总体均值  的⼀个估计量，可以写成 


• 当样本已经确定时，估计量  的取值被称为估计值（estimate）

F θ

μ = E[X] F

{X1, …, Xn}

X̄ = 1
n ∑n

i Xi

θ θ
̂θ

X̄ μ ̂μ = X̄

̂θ

Statistics, parameters, and estimators
统计量、参数、估计量
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• 统计量是随机变量的函数，因此也是随机变量，并服从其⾃身的概率分布 

统计量的概率分布称为为抽样分布（sampling distribution）


• 估计量  的抽样分布可以帮助我们了解更多关于参数  的信息


• 以样本均值  为例，我们可以从以下⻆度了解  的抽样分布


1. 偏差和⽅差


2. 当总体分布是正态分布时，  的分布


3. ⼤样本下（ ）的分布


4. 分布的渐进展开


5. Bootstrap 近似

̂θ θ

X̄ X̄

X̄

n → ∞

Sampling distribution
抽样分布
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总体均值： 

总体⽅差： 


 称为总体标准差（standard deviation）

E[Xi] = μ
Var[Xi] = E[(Xi − μ)2] = σ2

σ = σ2



估计量  的偏差（bias）定义为 


• 如果偏差为 0，则称该估计量为⾮偏（unbiased）


• 在不同的总体分布  下，同⼀估计量可能为⾮偏也可能有偏  

• ，因此当  时，  为  的⾮偏
估计量


•  的其他⾮偏估计量包括 ,  等


•  是  的⾮偏估计量     是  的⾮偏估计量


• 如果  是⾮线性函数，则  不⼀定是  的⾮偏估计量 

̂θ bias[ ̂θ] = E[ ̂θ] − θ

F

E[X̄] = 1
n ∑n

i=1 E[Xi] = 1
n ∑n

i=1 μ = μ μ < ∞ X̄ μ

μ X1
∑n

i=1 wiXi

∑n
i=1 wi

̂θ θ ⇒ ̂β = a ̂θ + b β = aθ + b

h ̂β = h( ̂θ) β = h(θ)

Estimation bias
估计偏差
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估计量  的⽅差  称为抽样⽅差（sampling 
variance）


•  的抽样⽅差：


•  为独⽴同分布     两两不相关


•  两两不相关      


•  

• 如果 ，则 


• ⼀般情况下，我们⽆法获得⾮线性变换  的⽅差的准确表达

̂θ Var[ ̂θ] = E[( ̂θ − E[ ̂θ])2]

X̄

X1, …, Xn ⇒ X1, …, Xn

X1, …, Xn ⇒ Var[∑n
i=1 Xi] = ∑n

i=1 Var[Xi]

Var[X̄] = Var[ 1
n ∑n

i=1 Xi] = 1
n2 ∑n

i=1 Var[Xi] = σ2

n

̂β = a ̂θ + b Var[ ̂β] = a2Var[ ̂θ]

h(X̄)

Estimation variance
估计⽅差
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（尝试证明这个命题）

（ ）Var[Xi] = σ2 < ∞



• 均⽅误差或均⽅误是衡量估计准确度的常⽤标准


估计量  的均⽅误差（mean squared error）定义为  
 
	 	  

• 将定义展开可得 
 

	  

 
右侧第⼀项为 ，第⼆项为零，第三项为 ，因此  
 
当  时， 


• 我们倾向于选择⾮偏且⽅差⼩的估计量，但两者往往⽆法兼得。此时需要根据研究需要进⾏取舍

̂θ

MSE[ ̂θ] = E[( ̂θ − θ)2]

MSE[ ̂θ] = E[( ̂θ − θ)2]
= E[( ̂θ − E[ ̂θ] + E[ ̂θ] − θ)2]
= E[( ̂θ − E[ ̂θ])2] + 2E[ ̂θ − E[ ̂θ]](E[ ̂θ] − θ) + (E[ ̂θ] − θ)2

Var[ ̂θ] (bias[ ̂θ])2

Var[ ̂θ] < ∞ MSE [ ̂θ] = Var[ ̂θ] + (bias[ ̂θ])2

Mean squared error (MSE)
均⽅误差

10



• 如果已知总体均值 ，则  是  的⾮偏估计量 
 
	  

• 如果  为未知，那么  是  的⾮偏估计量吗？ 
 

	  

 
 
因此，  
 

   是  的⾮偏估计量

μ σ̃2 = 1
n ∑n

i=1 (Xi − μ)2 σ2

E[σ̃2] = 1
n ∑n

i=1 E[(Xi − μ)2] = 1
n ∑n

i=1 σ2 = σ2

μ ̂σ2 = 1
n ∑n

i=1 (Xi − X̄)2 σ2

̂σ2 = 1
n ∑n

i=1 (Xi − μ + μ − X̄)2

= 1
n ∑n

i=1 (Xi − μ)2 + 1
n ∑n

i=1 2(Xi − μ)(μ − X̄) + 1
n ∑n

i=1 (μ − X̄)2

= 1
n ∑n

i=1 (Xi − μ)2 + 2(X̄ − μ)(μ − X̄) + (μ − X̄)2

= σ̃2 − (X̄ − μ)2

E[ ̂σ2] = σ2− σ2

n = (1− 1
n )σ2

⇒ s2 = n
n − 1 ̂σ2 σ2

Estimation of variance
对总体⽅差的估计
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 通常称为样本⽅差（sample variance）。

也可将  称为样本⽅差，此时  称为偏差修正样本⽅差

（bias-corrected sample variance）。

注意：  不是  的⾮偏估计量

s2

̂σ2 s2

s σ



渐进分析



• 样本量越⼤，样本中包含的信息越接近总体所包含的信息，因此我们希望获得  
时估计量的极限特征


数列的极限：如果对于任意 ，存在 ，使  针对所有的 
 成⽴，则称  为数列  的极限（limit），写作 。这时我们说  在 

 时收敛（converges）于  

随机变量的极限之概率极限：如果对于任意 ， 
 
	 	  
 
则称  为随机变量的序列  的概率极限（probability limit），写作  或 

。这时我们说  在  时依概率收敛（converges in probability）于 


n → ∞

ε > 0 nε < ∞ |an − a | ≤ ε
n > nε a an lim

n→∞
an = a an

n → ∞ a

ε > 0

lim
n→∞

Pr( |Zn − c | ≤ ε) = 1

c Zn plim
n→∞

Zn = c

Zn
p

⟶ c Zn n → ∞ c

Limit
极限
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或等价的  lim
n→∞

Pr( |Zn − c | > ε) = 0



弱⼤数定律（weak law of large nubmers, WLLN）：如果  
为 i.i.d. 且 ，则当  时 
 

	  

如果估计量  在  时依概率收敛于 （即 ），则
称  是  的⼀致（consistent）估计量 

• 由⼤数定律可知，样本均值是总体均值的⼀致估计量

Xi
E[Xi] < ∞ n → ∞

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi
p

⟶ E[Xi]

̂θ n → ∞ θ ̂θ
p

⟶ θ
̂θ θ

Law of large numbers (LLN)
⼤数定律

14

即样本均值依概率收敛于总体均值

注：i.i.d. 条件可替换为独⽴样本

且总体⽅差为有限



模拟⼤数定律
, Xi ∼ Bernoulli(p = 0.9) n = 20,50,100,200,500,1000,2000,5000

15

针对每个 ，⽣成 100 组随机样本并计算每组样本的 。

图中是  的分布。

n X̄n
X̄n



模拟⼤数定律
, Xi ∼ Bernoulli(p = 0.9) n = 20,50,100,200,500,1000,2000,5000

16

本图是  分布的核密度（kernel density）估计X̄n



模拟⼤数定律
, Xi ∼ Bernoulli(p = 0.9) n = 20,50,100,200,500,1000,2000,5000
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针对每个 ，⽣成 100 组随机样本并计算每组样本的 。

图中是  的分布。

n ̂μ1
n = n

n + 1 X̄n

̂μ1
n



模拟⼤数定律
, Xi ∼ Bernoulli(p = 0.9) n = 20,50,100,200,500,1000,2000,5000

18

本图是  分布的核密度（kernel density）估计̂μ1
n



随机变量的极限之分布极限：  服从分布函数 。如果对任意 ，
 是连续函数且当  时 ，则称  依分布收敛

（converges in distribution）于 ，写作 


• 称  为  的渐进分布（asymptotic distribution）或⼤样本分布（large sample 
distribution）或极限分布（limit distribution） 

Lindeberg-Lévy 中⼼极限定理：如果  为 i.i.d. 且 ，则当  时 
 
	 	  
 
此处 ,  ,   为均值为  ⽅差为  的正态分布


• 在有限样本下，  的均值为 0，⽅差为 。LLN 告诉我们  的渐进分布是
正态分布


• CLT 也可以写成 ，即可以⽤  作为  分布的近似

Zn Gn(u) = Pr(Zn ≤ u) u
G(u) = Pr(Z ≤ u) n → ∞ Gn(u) → G(u) Zn

Z Zn
d⟶ Z

G(u) Zn

Xi E[X2
i ] < ∞ n → ∞

n(X̄n − μ) d⟶ Z ∼ N(0, σ2)

μ = E[Xi] σ2 = E[(Xi − μ)2] N(a, b2) a b2

Zn = n(X̄n − μ) σ2 Zn

X̄n
a∼ N(μ, σ2

n ) N(μ, σ2

n ) X̄n

Central limit theorem (CLT)
中⼼极限定理

19



模拟中⼼极限定理
, 针对每个  ⽣成 1000 组随机样本 Xi ∼ Bernoulli(p = 0.9) n

20

左图是  的分布的

核密度（kernel density）估计 
 
根据 LLN，渐进分布为 

Zn /σ

N(0,1)
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两个总体的抽样分布
男婴与⼥婴的体⻓分布

22

参考 WHO 婴⼉体⻓分布标准，

出⽣后 6 个⽉的婴⼉体⻓为： 
 
    男婴： 

    ⼥婴： 


假设⼆者都服从正态分布，左图为

不同样本量（ ）时

样本均值  的抽样分布的核密度估计

(μ, σ) = (56.2, 2)
(μ, σ) = (55.1, 2)

n = 10,30,100,200
X̄n

男婴与⼥婴的实际身⻓均值之差为  
 
    1.1 cm  >  0


你如何理解统计结果的统计学意义与

现实意义？



假设检验和置信区间



假设检验的思维⽅式
The Idea of Hypothesis Testing
考虑回归模型 
 
	  
 
此时 OLS 估计量满⾜ ， 。 
 
我们想知道总体中的  是否满⾜某种限制条件，例如 
 
	     vs     
 

 是零假设（null hypothesis），  是备择假设（alternative hypothesis） 
 
我们要针对  进⾏检验，就是要找到⼀个检验统计量（test statistic），并使其满⾜：


1. 当零假设正确时，我们知道该统计量服从分布 ；


2. 当零假设错误（即备择假设正确）时，我们知道该统计量服从分布 。 

如果零假设正确时很难获得样本中检验统计量的取值的话，我们就有理由相信零假设是错误的。
当理由充分时，我们即可拒绝（reject）零假设，⽽偏向于接受（accept）备择假设。

yt = β + ut , ut ∼ IID(0,σ2)

̂β = 1
n ∑n

t=1 yt Var[ ̂β] = 1
n σ2

β

H0 : β = β0 H1 : β ≠ β0

H0 H1

H0
A

B ≠ A

24



统计量的分布
Distribution of Test Statistic

⾸先我们假定零假设  成⽴（这⾥的  就是总体中  的真实值）。同时我们假
设  服从正态分布且  已知。 
 
⼀个常⽤的检验统计量是 
 

	  

 
因为  ⾮偏，则在零假设下 。  的⽅差为 
 
	  
 
如果  服从正态分布，  也服从正态分布，所以 。  
 
如果备择假设  成⽴，那针对任意 ，则有 。可知  服从 

，因此 ， 。

H0 : β = β0 β0 β
ut σ

z =
̂β − β0

Var[ ̂β]
=

n
σ

( ̂β − β0)

̂β E[z] = 0 z

Var[z] = E[z2] = n
σ2 E[( ̂β − β0)2] = n

σ2
σ2

n = 1

ut z z ∼ N(0,1)

H1 : β ≠ β0 β = β1 ≠ β0
̂β = β1 + ̂γ ̂γ

N(0, σ2/n) z ∼ N(λ,1) λ =
n

σ (β1 − β0)

25



拒绝域和接受域
Rejection and Acceptance Regions

        


        对任意的 ， ，  
 
当  ⾜够⼤时，则在备择假设下，⼤概率可以观测到  的取值显著不为零。如果我们确实观测
到 ，就可以拒绝零假设。 
 
我们需要事先规定⼀个拒绝零假设的规则。通常我们设定⼀个拒绝域（rejection region），当  
的取值在该域中时，就拒绝零假设。检验（test）= 检验统计量 + 拒绝规则。拒绝域以外的区域
是接受域（acceptance region）。

H0 : β = β0 ⇒ z ∼ N(0,1)

H1 : β ≠ β0 ⇒ β = β1 z ∼ N(λ,1) λ =
n

σ (β1 − β0)

n z
|z | ≫ 0

z
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0 z

N(0,1) N(λ,1)

λ



检验可能出错

因为样本的随机性，所有检验都可能出现错误。


通常存在两种检验错误：


检验的 size： 


检验的功效（power）：  

检验的拒绝域越⼩，size 也就越⼩，但同时功效也越⼩，因此⽆法同时减⼩两种错误的概
率。我们通常选择⼀个可以接受的 size，然后选择功效 ⼤的检验⽅法（the Neyman-
Pearson approach）。


研究者可以接受的 ⼤ size 值（允许 type I error 发⽣的 ⼤概率）称为检验的显著性⽔平
（level of significance），通常记作 。

Pr( type I error ) = Pr( reject H0 ∣ H0)
1 − Pr( type II error) = 1 − Pr( accept H0 ∣ H1)

α
27

检验结果

接受零假设 拒绝零假设

零假设成⽴ 正确 Type I error
备择假设成⽴ Type II error 正确
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0 cR λ

 下的统计量分布H0  下的统计量分布H1

Pr( reject H0 ∣ H0)Pr( accept H0 ∣ H1)

当拒绝域是 z > cR

0cL λ

 下的统计量分布H0  下的统计量分布H1

Pr( reject H0 ∣ H0) Pr( accept H0 ∣ H1)

当拒绝域是 z < cL



临界值和 P 值
Critical Value and the P Value

当给出检验的显著性⽔平  时，我们可以通过确定临界值的⽅式给出该检验的拒绝域。 
 
 统计量服从标准正态分布，则双尾检验的临界值  可以通过下⾯的隐函数定义 
 
 
	 


            	  
 
 
 
 
当我们观测到估计值  时，我们将  定义为该检验的 P 值（marginal/observed 
significance level）。P 值是临界值为  的检验所对应的显著性⽔平。

通过⽐较 P 值和  的⼤⼩，可以直观地判断检验结果（拒绝或接受零假设）。 
 
P 值受样本量的影响。样本量  越⼤，  的取值就越⼤，P 值就越⼩。因此，在⼤样本下，我们
应当审视 5% 或 1% 常⽤显著性⽔平的合理性（应当选择更⼩的 ），并关注估计值的经济学含
义（如何解释回归系数）。

α

z cα

Φ(cα) = 1− α
2

⇔ cα = Φ−1(1− α
2 )

̂z 2Pr(z > | ̂z | )
̂z

α

n ̂z
α
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0 cα

N(0,1)

−cα

α /2α /2

̂z

Pr(z ≥ ̂z)

 是标准正态分布的累积分布函数Φ

z =
n

σ ( ̂β − β0)



置信区间
Confidence Interval

真实参数值  和估计量  之间的关系是 
 
	  
 

 是  的点估计（point estimation），⽽  加上抽样分布可以给出区间估计（interval 
estimation）。

θ ̂θ

θ = ̂θ +抽样误差

̂θ θ ̂θ

30

̂θ θ

 的抽样分布̂θ

lower bound

̂θ − cα

upper bound

̂θ + cα

显著性⽔平  的假设检验

对应 

α
100(1 − α) %

置信⽔平（confidence level） 

= 

= 

Pr[lower bound  ≤ θ ≤  upper bound]
1 − α

置信区间（confidence interval）
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8.5 Confidence Intervals 487

Figure 8.5 A sample of
one hundred observed 95%
confidence intervals based
on samples of size 26 from
the normal distribution with
mean µ = 5.1 and standard
deviation σ = 1.6. In this
figure, 94% of the intervals
contain the value of µ. 20
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Example
8.5.3

Rain from Seeded Clouds. In Example 8.5.2, the average of the 26 log-rainfalls from
the seeded clouds is Xn = 5.134. The observed value of σ ′ is 1.600. The observed
values of A and B are, respectively, a = 5.134 − 0.404 × 1.600 = 4.488 and b = 5.134 +
0.404 × 1.600 = 5.780. The observed value of the 95% confidence interval is then
(4.488, 5.780). For comparison, the mean unseeded level of 4 is a bit below the lower
endpoint of this interval. !

Interpretaton of Confidence Intervals The interpretation of the confidence inter-
val (A, B) defined in Definition 8.5.1 is straightforward, so long as one remembers
that Pr(A < g(θ) < B) = γ is a probability statement about the joint distribution of
the two random variables A and B given a particular value of θ . Once we compute the
observed values a and b, the observed interval (a, b) is not so easy to interpret. For
example, some people would like to interpret the interval in Example 8.5.3 as mean-
ing that we are 95% confident that µ is between 4.488 and 5.780. Later in this section,
we shall show why such an interpretation is not safe in general. Before observing the
data, we can be 95% confident that the random interval (A, B) will contain µ, but
after observing the data, the safest interpretation is that (a, b) is simply the observed
value of the random interval (A, B). One way to think of the random interval (A, B)

is to imagine that the sample that we observed is one of many possible samples that
we could have observed (or may yet observe in the future). Each such sample would
allow us to compute an observed interval. Prior to observing the samples, we would
expect 95% of the intervals to contain µ. Even if we observed many such intervals,
we won’t know which ones contain µ and which ones don’t. Figure 8.5 contains a
plot of 100 observed values of confidence intervals, each computed from a sample of
size n = 26 from the normal distribution with mean µ = 5.1 and standard deviation
σ = 1.6. In this example, 94 of the 100 intervals contain the value of µ.

Example
8.5.4

Acid Concentration in Cheese. In Example 8.2.3, we discussed a random sample of
10 lactic acid measurements from cheese. Suppose that we desire to compute a 90%
confidence interval for µ, the unknown mean lactic acid concentration. The number c

that we need in Eq. (8.5.3) when n = 10 and γ = 0.9 is the (1 + 0.9)/2 = 0.95 quantile
of the t distribution with nine degrees of freedom, c = 1.833. According to Eq. (8.5.3),
the endpoints will be Xn plus and minus 1.833σ ′/(10)1/2. Suppose that we observe
the following 10 lactic acid concentrations as reported by Moore and McCabe (1999,
p. D-1):

0.86, 1.53, 1.57, 1.81, 0.99, 1.09, 1.29, 1.78, 1.29, 1.58.

根据正态分布  随机⽣成  的样本，然后⽣成置信区间。

图中包含了100个这样的置信区间，其中94个包含真实的分布均值 。

N(μ = 5.1, σ2 = 1.62) n = 26
μ = 5.1

DeGroot & Schervish (2012), Probability and Statistics, 4th Edition, Pearson. (p.478)



常⽤的概率分布



正态分布
The Normal Distribution

正态分布也称⾼斯分布（Gaussian distribution），由期望值  和
⽅差  两个参数决定。 
 

 的密度函数是 
 

	  

 
如果 ，则 。 

• 服从正态分布的独⽴变量的线性结合也服从正态分布。

μ
σ2

N(μ, σ2)

f(x ∣ μ, σ2) =
1

σ 2π
exp(− (x − μ)2

2σ2 )

x ∼ N(μ, σ2) z = x − μ
σ ∼ N(0,1)

33



多变量正态分布
The Multivariate Normal Distribution

随机向量  服从期望值为 ，协⽅差矩阵为  的
多变量正态分布可以表达为 。其密度函数为 
 
         

 

• 如果 ，则 。


• 如果  服从多变量正态分布，且协⽅差都为零（要素间相互不
相关），则  相互独⽴。

x = (x1, …, xm) μ Ω
x ∼ N(μ, Ω)

f(x ∣ μ, Ω) =
1

(2π)m/2 |Ω |1/2 exp(− 1
2 (x − μ)⊤Ω−1(x − μ))

x ∼ N(μ, Ω) a⊤x ∼ N(a⊤μ, a⊤Ωa)
x

x1, …, xm

34

相互独⽴（mutual independence）：

f (x1, x2, …, xm) = f (x1)f (x2)⋯f (xm)

因为  是协⽅差矩阵，因此是半正定。

⼜因  可逆，因此是正定矩阵。

Ω
Ω



卡⽅分布
The Chi-squared Distribution

当随机向量  时，随机变量 
 
	  
 
服从⾃由度为  的卡⽅分布（chi-squared distribution with  
degrees of freedom），写成 。 

• 


•  
            


•

z ∼ N(0, I)

y ≡ ∥z∥2 = z⊤z = ∑m
t=1 z2

t

m m
y ∼ χ2(m)

E[y] = ∑m
t=1 E[z2

t ] = ∑m
t=1 1 = m

Var[y] = ∑m
t=1 Var[z2

t ] = mE[(z2
t − 1)2]

= mE[z4
t − 2z2

t + 1] = m(3 − 2 + 1) = 2m
y1 ∼ χ2(m1), y2 ∼ χ2(m2) ⇒ (y1 + y2) ∼ χ2(m1 + m2)

35
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Figure 4.4 Various chi-squared PDFs

skewed to the right for m = 1, becomes less skewed as m increases. In fact,
as we will see in Section 4.5, the �2(m) distribution approaches the N(m, 2m)
distribution as m becomes large.

In Section 3.4, we introduced quadratic forms. As we will see, many test
statistics can be written as quadratic forms in normal vectors, or as functions
of such quadratic forms. The following theorem states two results about
quadratic forms in normal vectors that will prove to be extremely useful.

Theorem 4.1.

1. If the m--vector x is distributed as N(0,⌦), then the quadratic
form x>⌦�1x is distributed as �2(m);

2. If P is a projection matrix with rank r and z is an n--vector
that is distributed as N(0, I), then the quadratic form z>Pz is
distributed as �2(r).

Proof: Since the vector x is multivariate normal with mean vector 0, so is the
vector A�1x, where, as before, AA> = ⌦. Moreover, the covariance matrix
of A�1x is

E
�
A�1xx>(A>)�1

�
= A�1⌦ (A>)�1 = A�1AA>(A>)�1 = Im.

Thus we have shown that the vector z ⌘ A�1x is distributed as N(0, I).

The quadratic form x>⌦�1x is equal to x>(A>)�1A�1x = z>z. As we have
just shown, this is equal to the sum of m independent, squared, standard
normal random variables. From the definition of the chi-squared distribution,



服从卡⽅分布的随机变量

定理


1. 如果维度为  的随机向量 ，则 ；


2. 如果  是投影矩阵且 ，  是维度为  的随机向量，则 。 

证明：


1.  是对称正定矩阵，因此存在⾮奇异矩阵  满⾜  （Section 3.4）。此时考虑 
： ，且 

 

	  
 
因此 。⽽ ，所以 。


2. 假设  投影到  矩阵  的列空间，因此 ， 
 
	  
 
如果令 ，则 , ，因此 。可⻅ 

。

m x ∼ N(0, Ω) x⊤Ω−1x ∼ χ2(m)
P rank(P) = r z ∼ N(0, I) n z⊤Pz ∼ χ2(r)

Ω A Ω = AA⊤

z = A−1x E[z] = E[A−1x] = A−1E[x] = 0

Var[z] = Var[A−1x] = E[A−1xx⊤(A⊤)−1]
= A−1E[xx⊤](A⊤)−1 = A−1AA⊤(A⊤)−1 = Im

z ∼ N(0, I) x⊤Ω−1x = x⊤(A⊤)−1A−1x = z⊤z x⊤Ω−1x ∼ χ2(m)
P n × r Z P = Z(Z⊤Z)−1Z⊤

z⊤Pz = z⊤Z(Z⊤Z)−1Z⊤z

x = Z⊤z E[x] = 0 Var[x] = E[Z⊤zz⊤Z] = Z⊤Z x ∼ N(0, Z⊤Z)
z⊤Pz = x⊤(Z⊤Z)−1x ∼ χ2(r)

36



Student’s t 分布
The Student’s t Distribution

如果 ， ，且 
 和  相互独⽴，则 
 
	  

 
服从⾃由度为  的 Student’s t 分布，写成 。 

• ⾃由度为  的 t 分布存在前  个矩。因此  没有矩，  仅
有期望值。


• 若存在，则 ， 。


• 当  时，t 分布的⽅差收敛于 ，分布⾃身收敛于正态分布。

z ∼ N(0,1) y ∼ χ2(m)
z y

tm ≡
z

y
m

m tm ∼ t(m)

m m − 1 t(1) t(2)

E[tm] = 0 Var[tm] = m/(m − 2)
m → ∞ 1

37
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Figure 4.5 PDFs of the Student’s t distribution

figure apparent, all the values of m are chosen to be very small. However, it
is clear from the figure that, for larger values of m, the PDF of t(m) is very
similar to the PDF of the standard normal distribution.

The F Distribution

If y1 and y2 are independent random variables distributed as �
2(m1) and

�
2(m2), respectively, then the random variable

F ⌘ y1/m1

y2/m2
(4.19)

is said to follow the F distribution with m1 and m2 degrees of freedom. A
compact way of writing this is: F ⇠ F (m1,m2).4 The F (m1,m2) distribution
looks a lot like a rescaled version of the �

2(m1) distribution. As for the
t distribution, the denominator of (4.19) tends to unity as m2 ! 1, and so
m1F ! y1 ⇠ �

2(m1) as m2 ! 1. Therefore, for large values of m2, a random
variable that is distributed as F (m1,m2) behaves very much like 1/m1 times
a random variable that is distributed as �2(m1).

The F distribution is very closely related to the Student’s t distribution. It
is evident from (4.19) and (4.18) that the square of a random variable which
is distributed as t(m2) is distributed as F (1,m2). In the next section, we will
see how these two distributions arise in the context of hypothesis testing in
linear regression models.

4 The F distribution was introduced by Snedecor (1934). The notation F is used
in honor of the well-known statistician R. A. Fisher.



F 分布
The F Distribution

当 ， ，且  与  相互独⽴时， 
 

	  

 
服从⾃由度为  和  的 F 分布，写成 。 

• 。


• 当  时， 。


• 由 t 分布的定义可知，当  时， 。

y1 ∼ χ2(m1) y2 ∼ χ2(m2) y1 y2

Fm1,m2
=

y1/m1

y2/m2

m1 m2 Fm1,m2
∼ F(m1, m2)

E[Fm1,m2
] = (m2 − 1)/(m2 − 3)

m2 → ∞ m1Fm1,m2
→ y1 ∼ χ2(m1)

x ∼ t(m2) x2 ∼ F(1, m2)

38


