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矩阵和向量



• 标量（scalar）是⼀个单独的数，⼀般⽤标准体⼩写字⺟表达，例如 


• 向量（vector）是由  个数组成的清单，⽤粗体⼩写字⺟表达，例如 
 

	 	     或     

• 矩阵（matrix）是由  个数字组成⼆维排列，⼀般⽤粗体⼤写字⺟表达，例如 
 

	 	  

 
 

a

k

a =

a1
a2
⋮
ak

α = (a1 a2 ⋯ ak)

k × r

A =

a11 a12 ⋯ a1j ⋯ a1r
a21 a22 ⋯ a2j ⋯ a2r

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ai1 ai2 ⋯ aij ⋯ air

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ak1 ak2 ⋯ akj ⋯ akr

Matrix notation
矩阵的表达⽅式
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第  ⾏i

第  列j
 称为  的  要素 

 

 也可以简写成  或 

aij A (i, j)
A A = (aij)k×r A = (aij)

也可以写成 α = (a1, a2, ⋯, ak)



• 矩阵的转置（transpose）  是将矩阵  以主对⻆线为轴翻转后获得的矩阵，即 
 

	  

 
也可以写作  或  


• 如果  的⾏数等于列数，则称其为⽅阵（square matrix）


• ⽅阵  满⾜  ，即  时，称其为对称（symmetric）矩阵


•  单位矩阵（identity matrix）  是主对⻆要素为 1 ，其他要素为 0 的⽅阵，即 
 

	 	  

• 主对⻆要素下⾯/上⾯的要素都为零的⽅阵称为上三⻆/下三⻆（upper triangular/lower triangular）矩阵，两者统称三⻆矩阵


• 分块矩阵（partitioned matrix）是将⼀个⼤矩阵表达成⼏个⼩矩阵的矩阵，例如 

A⊤ A

A =
a11 ⋯ a1r
⋮ ⋮

ak1 ⋯ akr

⇔ A⊤ =
a11 ⋯ ak1
⋮ ⋮

a1r ⋯ akr

A′ At

A

A A = A⊤ aij = aji

k × k Ik

Ik =

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

A = (A11 A12

A21 A22)

Matrix notation
矩阵的表达⽅式
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例：( 2 3 0
−1 1 5)

⊤

= (
2 −1
3 1
0 5 )



• 矩阵的加法： 


• 矩阵乘以标量： 


• 向量的内积（inner product）：两个列向量  和  的内积定义为 
 

	  

• 矩阵的乘法：  矩阵  和  矩阵  的积定义为 
 

	  

 
 
也可以表达为     ，  为  矩阵

A + B = (aij + bij)

cA = Ac = (c × aij)

a b

a ⋅ b = a⊤b = a1b1 + a2b2 + ⋯ + akbk =
k

∑
i=1

akbk

k × r A r × s B

AB =

a⊤
1

a⊤
2
⋮

a⊤
k

(b1 b2 ⋯ bs) =

a⊤
1 b1 a⊤

1 b2 ⋯ a⊤
1 bs

a⊤
2 b1 a⊤

2 b2 ⋯ a⊤
2 bs

⋮ ⋮ ⋮
a⊤

k b1 a⊤
k b2 ⋯ a⊤

k bs

C = AB ⇔ cij = a⊤
i bj C k × s

Matrix operations
矩阵计算
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• 矩阵的加法满⾜交换律和结合律


• 交换律： 


• 结合律： 


• 矩阵的乘法满⾜结合律和分配律


• 结合律： 


• 分配律： 


• 矩阵的乘法不满⾜交换律： 


• 与单位矩阵的积：  矩阵  满⾜ 


• 正交（orthogonal）向量与矩阵


• 正交向量：如果 ，则称项量  与  正交


• 正交矩阵：如果 ，则称矩阵  与  正交。这⾥  为零矩阵。  与  正交意味着   的任
意列向量 与  的任意列向量正交

A + B = B + A

A + (B + C) = (A + B) + C

A(BC) = (AB)C

A(B + C) = AB + AC

AB ≠ BA

k × r A Ik A = AIr = A

a⊤b = 0 a b

A⊤B = O A B O A B A
B

Some properties of matrix operations
矩阵计算的性质
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举例证明这条性质



•  ⽅阵  的迹（trace）定义为其主对⻆要素之和，即 
 

	 	  

• ⼀些显⽽易⻅的性质


• 


• 


• 


• 


• 对于  矩阵  和  矩阵 ，

k × k A

tr(A) =
k

∑
i=1

aii

tr(cA) = c tr(A)

tr(A⊤) = tr(A)

tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

tr(Ik) = k

k × r A r × k B tr(AB) = tr(BA)

Trace
⽅阵的迹
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尝试证明这条性质



•  矩阵  的秩（rank）是  的线性独⽴的列的最⼤个数，记作 


• 


• 如果 ，则称  满秩（has full rank）


• 当  时，  称为列满秩。列满秩代表所有的列都是线性独⽴的


•  ⽅阵  如果满⾜ ，则称  为⾮奇异矩阵（non-singular matrix）。这意味着不
存在能使  的⾮零向量 


• 如果  ⽅阵  是⾮奇异矩阵，则存在唯⼀的  ⽅阵 ，使 
 
	 	   
 
此时，称  为  的逆矩阵（inverse matrix），并写作 


•  与  是⾮奇异矩阵时，


• 


•

k × r A = (a1 a2 ⋯ ar) A rank(A)

rank(A) ≤ min(k, r)

rank(A) = min(k, r) A

r ≤ k rank(A) = r

k × k A rank(A) = k A
Ac = 0 c

k × k A k × k B

AB = BA = Ik

B A A−1 = B

A C
(A⊤)−1 = (A−1)⊤

(AC)−1 = C−1A−1

Rank and inverse
矩阵的秩与逆
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• ⾏列式（determinant）是每个⽅阵对应的⼀个标量，定义为 
 
	 	  

 
此式中  是  的⼀个排列，⽽每个  中较⼤数字排在较⼩数字之前的组合数
为偶数时 ，为奇数时 


• ⾏列式的定义⽐较复杂，通常我们会直接记住常⽤的  和  ⽅阵的⾏列式公式 
 

	 ,         

 

	 ,          

• ⾏列式的⼀些性质：  
,    ,    ,  

,         是⾮奇异矩阵,     是三⻆矩阵    

det(A) = |A | = ∑
π

επ a1j1a2j2⋯akjk

π = ( j1, j2, …, jk) (1,2,…, k) π
επ = 1 επ = − 1

2 × 2 3 × 3

a b
c d

= ad − bc a b
c d

a b c
d e f
g h i

= aei + bfg + cdh − ceg − afh − bdi
a b c a b
d e f d e
g h i g h

det(A) = det(A⊤) det(cA) = ck det(A) det(AB) = det(BA) = det(A) det(B)
det(A−1) = det(A)−1 det(A) ≠ 0 ⇔ A A ⇔ det(A) = ∏k

i=1 aii

Determinant
⾏列式
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例如：ε(3,2,1) = − 1



• 关于  矩阵  的⽅程  存在⾮零解  时，称  为  的特征向量（eigenvector），  
为对应的特征值（eigenvalue） 

• ⽅程  可以改写为 ，此时存在⾮零解的充分必要条件是  
 
	 	  
 
此⽅程称为特征⽅程（characteristic equation），其左边是关于  的  次多项式，因此称之为特
征多项式（characteristic polynomial），  为特征⽅程的解（共有  个，可重复，可为实数或复
数）


• 令  和 ,  为  的特征值和特征向量，则


• 


• 


•  为⾮奇异矩阵    所有的特征值  都不为零


•  和  具有相同的⾮零特征值


• 如果  是⾮奇异矩阵，则  与  具有相同的特征值

k × k A Ah = λh h h A λ

Ah = λh (A − λIk)h = 0

det(A − λIk) = 0

λ k
λ k

λi hi i = 1,…, k A

det(A) = ∏k
i=1 λi

tr(A) = ∑k
i=1 λi

A ⇔ λi

AB BA

B A B−1AB

Eigenvalues
特征值
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• 令  和 ,  为  的特征值和特征向量，则⽅程  可
以写为下⾯的矩阵形式 
 
	 	 	  
 
其中， ,  

谱分解（spectral decomposition）：如果  是  的实对称矩阵，
则 。  的所有特征值都为实数，且  满⾜  

• 如果  是可逆实对称矩阵，则 ，
因此  与  拥有相同的特征向量，其特征值是 

λi hi i = 1,…, k A Ah = λh

AH = HΛ

H = (h1 ⋯ hk) Λ = diag(λ1, …, λk)

A k × k
A = HΛH⊤ A H H⊤H = Ik

A A−1 = (H⊤)−1Λ−1H−1 = HΛ−1H⊤

A−1 A λ−1
1 , λ−1

2 , …, λ−1
k

Spectral decomposition
谱分解
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Λ =

λ1 0 ⋯ 0
0 λ2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 ⋯ λk



如果  的实对称矩阵 ，对于任意⾮零向量  都有 
 
	 	  （ ）  
 
则称  为（半）正定矩阵（positive (semi)definite matrix），并可记作  （ ） 
 
 
 
 

•  是关于  的⼆次函数，因此称为
⼆次型（quadratic form）


• 如果  是正定矩阵，则  为⾮奇异矩阵（ ），且  也是正定矩阵


•  是（半）正定矩阵     的所有特征值都为正（⾮负）实数


• 如果  是半正定矩阵，则  等于正特征值的个数

k × k A c ≠ 0

c⊤Ac > 0 c⊤Ac ≥ 0

A A > 0 A ≥ 0

c⊤Ac = ∑k
i=1 ∑k

j=1 ci aij cj = ∑k
i=1 aii c2

i + ∑i≠j aij ci cj ci

A A det(A) > 0 A−1

A ⇔ A

A rank(A)

Positive (semi)definite matrices 
（半）正定矩阵
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，因此  是半正定矩阵(c1 c2) ( 1 −1
−1 1 ) (c1

c2) = c2
1 − 2c1c2 + c2

2 = (c1 − c2)2 ≥ 0 ( 1 −1
−1 1 )



• 从  矩阵  中删除任意  ⾏和任意  列后，剩下的  矩阵的⾏列
式称为  的  阶余⼦式（minor）


• 如果第  ⾏被删除时第  列也被删除，则剩下的  矩阵的⾏列式称为  的  阶
主⼦式（principle minor）


• 由  的前  ⾏和前  列组成的  矩阵的⾏列式称为  的  阶顺序主⼦式
（leading principle minor） 
 

•  是正定矩阵 
     的所有顺序主⼦式都为正


•  是半正定矩阵 
     的所有主⼦式都为⾮负 

k × k A k − r k − r r × r
A r

i i r × r A r

A r r r × r A r

A
⇔ A

A
⇔ A

Determinants and positive definite matrices
⾏列式与正定矩阵
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a11 a12 a13 ⋯ a1k

a21 a22 a23 ⋯ a2k

a31 a32 a33 ⋯ a3k

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ak1 ak2 ak3 ⋯ akk

例：


 矩阵 


有 7 个主⼦式 ：

,  ,  ,  ,  以及 

, , 


 

其中， ,  ,   是顺序 

主⼦式

3 × 3 A =
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

a11 a22 a33 |A |
a11 a12
a21 a22

a11 a13
a31 a33

a22 a23
a32 a33

a11
a11 a12
a21 a22

|A |



• 如果  实矩阵  是正定矩阵，则存在矩阵  使 。我们称  为  的
矩阵平⽅根（matrix square root）并记作 。矩阵平⽅根并不是唯⼀的


Cholesky 分解：如果  实矩阵  是正定矩阵，则存在唯⼀满秩的下三⻆矩阵  
使 


• 例如对于  矩阵， 
 

  

 
 
这⾥共有 6 个线性⽅程与 6 个未知量（  的要素），  是正定矩阵（所有顺序主
⼦式为正）可以保证解的存在性和唯⼀性，并保证  的主对⻆要素为正


•  是  的⼀个矩阵平⽅根

k × k A B A = BB⊤ B A
B = A1

2

k × k A L
A = LL⊤

3 × 3

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

=
ℓ11 0 0
ℓ21 ℓ22 0
ℓ31 ℓ32 ℓ33

ℓ11 ℓ21 ℓ31

0 ℓ22 ℓ32

0 0 ℓ33

=
ℓ2

11 ℓ11ℓ21 ℓ11ℓ31

ℓ21ℓ11 ℓ2
21 + ℓ2

22 ℓ21ℓ31 + ℓ22ℓ32

ℓ31ℓ11 ℓ31ℓ21 + ℓ32ℓ22 ℓ2
31ℓ2

32ℓ2
33

L A
L

L A

Cholesky decomposition
Cholesky 分解
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注意：  是正定矩阵   是对称矩阵A ⇒ A



•  为  维实数向量，令  为  的实数值函数


• 称 

	     和     

 
为  的梯度（gradient）向量


• 称 

	  

 
为  的海赛（Hessian）矩阵

x = (x1, x2, ⋯, x)⊤ k g(x) = g(x1, x2, ⋯, xk) : ℝk → ℝ x

∂
∂x

g(x) =

∂
∂x1

g(x)
∂

∂x2
g(x)

⋮
∂

∂xk
g(x)

∂
∂x⊤

g(x) = ( ∂
∂x1

g(x) ∂
∂x2

g(x) ⋯ ∂
∂xk

g(x))

g

∂2

∂x∂x⊤
g(x) =

∂2

∂x2
1
g(x) ∂2

∂x1∂x2
g(x) ⋯ ∂2

∂x1∂xk
g(x)

∂2

∂x2∂x1
g(x) ∂2

∂x2
2
g(x) ⋯ ∂2

∂x2∂xk
g(x)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
∂2

∂xk∂x1
g(x) ∂2

∂xk∂x2
g(x) ⋯ ∂2

∂x2
k
g(x)

g

Matrix calculus
多变量函数求导
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•  
 
	         


• ,   
 
	 令 ，则  
 

	     


• ,    
 
	      
 

	     ,    

∂
∂x (a⊤x) = ∂

∂x (x⊤a) = a

a⊤x = x⊤a = ∑k
i=1 aixi ⇒ ∂

∂xi
(a⊤x) = ∂

∂xi
(x⊤a) = ai

∂
∂x (x⊤A) = A ∂

∂x⊤ (Ax) = A

A = (a1, a2, ⋯, ak) x⊤A = (x⊤a1, x⊤a2, ⋯, x⊤ak)
⇒ ∂

∂x (x⊤A) = ∂
∂x (x⊤a1, x⊤a2, ⋯, x⊤ak) = (a1, a2, ⋯, ak) = A

∂
∂x (x⊤Ax) = (A + A⊤) x ∂2

∂x∂x⊤ (x⊤Ax) = A + A⊤

x⊤Ax = ∑k
i=1 ∑k

j=1 aijxixj

⇒ ∂
∂xi

(x⊤Ax) = aijxj + ajixj
∂2

∂xi∂xj
(x⊤Ax) = aij + aji

Matrix calculus
多变量函数求导
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如果  是对称矩阵，则 

, 

A
∂

∂x (x⊤Ax) = 2Ax ∂2

∂x∂x⊤ (x⊤Ax) = 2A



 是函数  的驻点（stationary point，包括极⼤值点、
极⼩值点和鞍点）   


• 必要条件 
 

 是函数  的最值点    


• 充分条件 
 

令  为凸集合，并假设  是函数  的⼀个驻
点，则


‣ 海赛矩阵  是正定矩阵     是  的极⼩值

点


‣  在  中是凸函数（  对于任意 ，海赛矩阵 
 都是半正定矩阵）     是  在  中的最⼩值点

x* g
⇔ ∂

∂x g(x)
x=x*

= 0

x* g ⇒ ∂
∂x g(x)

x=x*
= 0

S ⊆ ℝk x* ∈ S g

∂2

∂x∂x⊤ g(x)
x=x*

⇒ x* g

g S ⇔ x ∈ S
∂2

∂x∂x⊤ g(x) ⇒ x* g S

Extrema of functions of several variables
多变量函数的极值和最值
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Derivative Tests for Local Extreme Values

To find the local extreme values of a function of a single variable, we look for points
where the graph has a horizontal tangent line. At such points, we then look for local max-
ima, local minima, and points of inflection. For a function ƒ(x, y) of two variables, we look
for points where the surface has a horizontal tangent plane. At such points, we
then look for local maxima, local minima, and saddle points. We begin by defining max-
ima and minima.

z = ƒsx, yd

14.7 Extreme Values and Saddle Points 821

y

x

FIGURE 14.38 The function

has a maximum value of 1 and a minimum
value of about on the square re-
gion ƒ x ƒ … 3p>2, ƒ y ƒ … 3p>2.

-0.067

z = scos xdscos yde-2x 2 + y2

z

y
x

FIGURE 14.39 The “roof surface”

has a maximum value of 0 and a minimum
value of on the square region 
ƒ y ƒ … a .

ƒ x ƒ … a,-a

z = 1
2

 A ƒ  ƒ x ƒ - ƒ y ƒ ƒ - ƒ x ƒ - ƒ y ƒ B

DEFINITIONS Let be defined on a region R containing the point
(a, b). Then

1. ƒ(a, b) is a local maximum value of ƒ if for all domain
points (x, y) in an open disk centered at (a, b).

2. ƒ(a, b) is a local minimum value of ƒ if for all domain
points (x, y) in an open disk centered at (a, b).

ƒsa, bd … ƒsx, yd

ƒsa, bd Ú ƒsx, yd

ƒsx, yd

Local maxima correspond to mountain peaks on the surface and local minima
correspond to valley bottoms (Figure 14.40). At such points the tangent planes, when they
exist, are horizontal. Local extrema are also called relative extrema.

As with functions of a single variable, the key to identifying the local extrema is a
first derivative test.

z = ƒsx, yd

Local maxima
(no greater value of f nearby)

Local minimum
(no smaller value
of f nearby)

FIGURE 14.40 A local maximum occurs at a mountain peak and a local
minimum occurs at a valley low point.

THEOREM 10—First Derivative Test for Local Extreme Values If ƒ(x, y) has a
local maximum or minimum value at an interior point (a, b) of its domain and if
the first partial derivatives exist there, then and ƒysa, bd = 0.ƒxsa, bd = 0

Proof If ƒ has a local extremum at (a, b), then the function has a local ex-
tremum at (Figure 14.41). Therefore, (Chapter 4, Theorem 2). Now

so A similar argument with the function 
shows that 

If we substitute the values and into the equation

ƒxsa, bdsx - ad + ƒysa, bds y - bd - sz - ƒsa, bdd = 0

ƒysa, bd = 0ƒxsa, bd = 0

ƒysa, bd = 0.
hsyd = ƒsa, ydƒxsa, bd = 0.g¿sad = ƒxsa, bd,

g¿sad = 0x = a
gsxd = ƒsx, bdy

x

0

z

a
b

(a, b, 0)

h(y) ! f (a, y)

z ! f (x, y)

! 0
0 f
0y

! 0
0f
0x

g(x) ! f (x, b)

FIGURE 14.41 If a local maximum of ƒ
occurs at then the first
partial derivatives and are
both zero.

ƒysa, bdƒxsa, bd
x = a, y = b ,
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The expression is called the discriminant or Hessian of ƒ. It is some-
times easier to remember it in determinant form,

Theorem 11 says that if the discriminant is positive at the point (a, b), then the surface
curves the same way in all directions: downward if giving rise to a local maxi-
mum, and upward if giving a local minimum. On the other hand, if the discrimi-
nant is negative at (a, b), then the surface curves up in some directions and down in others,
so we have a saddle point.

EXAMPLE 3 Find the local extreme values of the function

Solution The function is defined and differentiable for all x and y and its domain has no
boundary points. The function therefore has extreme values only at the points where and

are simultaneously zero. This leads to

or

Therefore, the point is the only point where ƒ may take on an extreme value. To
see if it does so, we calculate

The discriminant of ƒ at is

The combination

tells us that ƒ has a local maximum at The value of ƒ at this point is

EXAMPLE 4 Find the local extreme values of 

Solution Since ƒ is differentiable everywhere, it can assume extreme values only where

ƒx = 6y - 6x = 0 and ƒy = 6y - 6y2 + 6x = 0.

ƒsx, yd = 3y2 - 2y3 - 3x2 + 6xy.

ƒs -2, -2d = 8.
s -2, -2d .

ƒxx 6 0 and ƒxx ƒyy - ƒxy
2 7 0

ƒxx ƒyy - ƒxy
2 = s -2ds -2d - s1d2 = 4 - 1 = 3.

sa, bd = s -2, -2d

ƒxx = -2, ƒyy = -2, ƒxy = 1.

s -2, -2d

x = y = -2.

ƒx = y - 2x - 2 = 0, ƒy = x - 2y - 2 = 0,

ƒy

ƒx

ƒsx, yd = xy - x2 - y2 - 2x - 2y + 4.

ƒxx 7 0,
ƒxx 6 0,

ƒxx ƒyy - ƒxy
2 = ` ƒxx ƒxy

ƒxy ƒyy
` .

ƒxx ƒyy - ƒxy
2
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THEOREM 11—Second Derivative Test for Local Extreme Values Suppose that
ƒ(x, y) and its first and second partial derivatives are continuous throughout a
disk centered at (a, b) and that Then

i) ƒ has a local maximum at (a, b) if and at (a, b).

ii) ƒ has a local minimum at (a, b) if and at (a, b).

iii) ƒ has a saddle point at (a, b) if at (a, b).

iv) the test is inconclusive at (a, b) if at (a, b). In this case,
we must find some other way to determine the behavior of ƒ at (a, b).

ƒxx ƒyy - ƒxy
2 = 0

ƒxx ƒyy - ƒxy
2 6 0

ƒxx ƒyy - ƒxy
2 7 0ƒxx 7 0

ƒxx ƒyy - ƒxy
2 7 0ƒxx 6 0

ƒxsa, bd = ƒysa, bd = 0 .

y

z

x

z ! y2 " x2

y

x

Saddle
point

f inc

f dec

f inc

f dec
–1–3

–1 –3

3

1

3

1

FIGURE 14.44 (a) The origin is a saddle
point of the function 
There are no local extreme values
(Example 2). (b) Level curves for the
function ƒ in Example 2. 

ƒsx, yd = y2 - x2.

(a)

(b)
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