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欧⽒空间



x

y

θ

 维欧⽒空间  是在  维实向量的集合  中加⼊内积 

                for all  


 中向量的⻓度：  

内积与内⻆： 

     平⾏时，则 

     互相垂直时（即正交 ），则   

Cauchy-Schwartz inequality：

n En n ℝn

⟨x, y⟩ = x ⋅ y ≡ x⊤y x, y ∈ ℝn

En ∥x∥ = (x⊤x)1/2

⟨x, y⟩ = ∥x∥∥y∥ cos θ
x, y ⟨x, y⟩ = ∥x∥∥y∥
x, y x ⊥ y ⟨x, y⟩ = 0

|x⊤y | ≤ ∥x∥∥y∥

欧⽒空间
Euclidean Space
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因为 −1 ≤ cos θ ≤ 1



⼦空间
Subspace

 的⼦空间也是⼀个欧⽒空间 , 。 

基底（basis vectors）与张成（span）

若  中的  个向量  线性独⽴，且任意  可以写成 

 的线性结合，则  被称为  的基底，  可以由 
 张成，记作  。 

, , , 是由  张成的  的⼦空
间。  

当矩阵  时，  被称作  的列空间，记
作 。

En Ek k ≤ n

En n x1, …, xn y ∈ En

x1, …, xn x1, …, xn En En

x1, …, xn En = 𝒮(x1, …, xn)

𝒮(x1, …, xk) x1, …, xk ∈ En k ≤ n x1, …, xk En

X = [x1 x2 ⋯ xk] 𝒮(x1, …, xk) X
𝒮(X)
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正交⼦空间
Orthogonal Subspaces

对于  的两个⼦空间  和 ，若任意 ,  的内积
为零，则称  和  正交。 

 中所有和  正交的向量的集合  被称作  在 
 中的正交补空间，即


	  

维度：空间的维度等于其基底的数量

  

En S1 S2 v1 ∈ S1 v2 ∈ S2
S1 S2

En 𝒮(X) 𝒮⊥(X) 𝒮(X)
En

𝒮⊥(X) = {y ∈ En ∣ y ⊥ x for all x ∈ 𝒮(X)}

dim(En) = n, dim(𝒮(X)) = k ⇒ dim(𝒮⊥(X)) = n − k
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(1,0,0)

(0,0,1)

(0,1,0)
 空间E3

x1

x2

⼦空间 𝒮(x1, x1)
𝒮⊥(x1, x1)

根据定义，任意的  和任意的  都满⾜ a ∈ 𝒮(X) b ∈ 𝒮⊥(X) a ⊥ b
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𝒮(X)
x1

x2

y

X ̂β

û = y − X ̂β

𝒮(X)
x1

x2

y = Xβ + u

Xβ

u

û ∈ 𝒮⊥(X)

 是  的线性结合，

因此 
Xβ x1, …, xk

Xβ ∈ 𝒮(X)

X ̂β ∈ 𝒮(X)

，因此 , û ∈ 𝒮⊥(X) û ⊥ x1 û ⊥ x2



正交投影



正交投影
Orthogonal Projection

投影：将  中的每⼀点和其⼦空间中的⼀点关联起来的函数，
或映射（mapping）。这时要保持原本在⼦空间中的点不变。 

正交投影：将  的每⼀点映射到⼦空间中距离其最近的点。

En

En
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绿⾊直线为正交投影 紫⾊直线为透视投影



投影矩阵
Projection Matrix

	  

令 
 	 ,   
	 

 
则  为  的 OLS 预测值 ，  为 OLS 残差。 

我们可以称  为投影矩阵，因其将  投影到⼦空间 ；称  为
残差⽣成矩阵（residual maker），因其将  投影到 。

û = y − X ̂β
= y − X(X⊤X)−1X⊤y
= (I − X(X⊤X)−1X⊤)y

PX = X(X⊤X)−1X⊤

MX = I − X(X⊤X)−1X⊤ = I − PX

PX y = X ̂β y ŷ MX y = û

PX y 𝒮(X) MX
y 𝒮⊥(X)
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• 


• （零矩阵）


•  和  是对称矩阵


•  和  是幂等矩阵（idempotent matrix） 
 

 



•  

PXX = X(X⊤X)−1X⊤X = X

MXX = (I − PX)X = X − X = O

PX MX

PX MX

PX
2 = X(X⊤X)−1X⊤ X(X⊤X)−1X⊤ = X(X⊤X)−1X⊤ = PX

MX
2 = (I − PX)(I − PX) = I − 2PX + PX

2 = I − PX = MX

PXMX = MXPX = O

投影矩阵的性质
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注意 (A⊤)−1 = (A−1)⊤



投影的值域与⼦空间

 的值域是  整体。  的值域是  整体。 

1. 值域包含在⼦空间内：对于任意的 ， 
 是  的列的线性结合，因此 ；

，因此 。 

2. ⼦空间包含在值域内：  中的任意⼀点  都可以写成 
，因为 ，所以 

 中所有的点都是其⾃身通过  得到的像。 
 

 中的任意⼀点  都满⾜ ，此时
，因为 ，所

以 ，即  中所有的点都是其⾃身通过  得到的像。

PX 𝒮(X) MX 𝒮⊥(X)

y ∈ ℝn

PX y = X ̂β X PX y ∈ 𝒮(X)
X⊤MX y = X⊤MX

⊤y = (MXX)⊤y = 0 MX y ∈ 𝒮⊥(X)

𝒮(X) x
x = a1x1 + ⋯ + akxk = Xa PXx = PXXa = Xa = x
𝒮(X) PX

𝒮⊥(X) z X⊤z = 0
MXz = (I − PX)z = z − PXz PXz = X(X⊤X)−1X⊤z = 0

MXz = z 𝒮⊥(X) MX
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• 标准⽅程（normal equation） 
 

                 

• 线性模型的正交分解  
 
由定义可知 ，因此  
 
	 	  
 
通过勾股定理可得 ，即 TSS = ESS + SSR 

X⊤û = 0 ⇔ X⊤(y − X ̂β) = 0 ⇔ X⊤X ̂β = X⊤y

PX + MX = I

y = PX y + MX y = ŷ + û

∥y∥2 = ∥ŷ∥2 + ∥û∥2

其他重要公式
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正交条件 与最⼩⼆乘法相同



解释变量的线性变换



⼦空间  的基底𝒮(X)

 可以由不同的基底张成。 

令  为  的⾮奇异矩阵，即 ，  可逆，则 
 
         

这⾥每个  都是  中的⼀点，因此由  张成的⼦
空间 。 

任意的  都可以表达为 ，因
此  是  的列的线性结合，即 。因此 。 

最终可得 。

𝒮(X)

A k × k det(A) ≠ 0 A

XA = X [a1 a2 … ak] = [Xa1 Xa2 … Xak]
Xai 𝒮(X) (Xa1, Xa2, …, Xak)

𝒮(XA) ⊆ 𝒮(X)

x ∈ 𝒮(X) x = Xb = XAA−1b = (XA)(A−1b)
x XA x ∈ 𝒮(XA) 𝒮(X) ⊆ 𝒮(XA)

𝒮(X) = 𝒮(XA)
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解释变量的线性变换

 可以看做线性回归中解释变量的线性变换。变换前后的投影矩阵  和  代
表同⼀正交投影。 

             

 
         
 
          

针对线性回归 ，若将解释变量进⾏线性变换，则变换后的模型 
 和原模型的预测值相同，残差相同，但 OLS 估计值  会发⽣变化。

XA PX PXA

PXA = XA(A⊤X⊤XA)−1A⊤X⊤

= XAA−1(X⊤X)−1(A⊤)−1A⊤X⊤

= X(X⊤X)−1X⊤

= PX

⇒ PXAy = PX y

⇒ MXA = MX, MXAy = MX y

⇒ ̂βXA = (A⊤X⊤XA)−1A⊤X⊤y = A−1(X⊤X)−1(A⊤)−1A⊤X⊤y = A−1 ̂βX

y = Xβ + u
y = XAβ + u ̂β
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解释变量的单位转换

由上⼀⻚的结论可导出：解释变量的单位转换不影响预测值和残差，但影响
系数的估计值。 

假设模型包含温度这⼀解释变量和常数项。温度的单位可以是摄⽒（ ）或
华⽒（ ），⼆者的关系是 。令  代表要素为 1 的向量，则 
 

	  

即以摄⽒记录的数据可以通过  转换为华⽒。若摄⽒和华⽒下的回

归系数分别为  和 ，则可得 , 。

C
F F = 32+ 9

5 C ι

[ι F] = [ι C] [
1 32
0 9

5 ]

[
1 32
0 9

5 ]
[β1 β2] [α1 α2] β1 = α1 + 32α2 β2 = 9

5 α2
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