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 的⽅差与协⽅差̂β



随机向量的协⽅差矩阵
Covariance Matrix of Random Vectors

 为随机向量时，其⽅差-协⽅差矩阵（或习惯性称为协
⽅差矩阵）是 
 

	  

若 ，则 。

x = (X1, X2, …, Xn)⊤

Var[x] =

σ2
X1

σX1X2
⋯ σX1Xn

σX2X1
σ2

X2
⋯ σX2Xn

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
σXnX1

σXnX2
⋯ σ2

Xn

= E[(x − E[x])(x − E[x])⊤]
= E[xx⊤] − μμ⊤

μ = E[x] = 0 Var[x] = E[xx⊤]
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协⽅差矩阵是半正定矩阵
Covariance Matrices are Positive Semidefinite

 矩阵  是正定（半正定）矩阵     for all 。


• 对任意矩阵 ，  是半正定矩阵。如果  为列满秩，则  是正定矩阵。


• 如果  是正定矩阵，则  是半正定。如果  为列满秩，则  是正定。


• 如果  是对称正定矩阵，则存在  矩阵  满⾜ ，但  不是唯⼀
的。（Cholesky 分解）


考虑随机向量  的任意线性结合 ： 
 

	  

 
因此，  是半正定。

k × k A ⇔ x⊤Ax >
(≥)

0 x ≠ 0

B B⊤B B B⊤B
A B⊤AB B B⊤AB
A k × k B A = B⊤B B

x w⊤x

Var[w⊤x] = E[w⊤xx⊤w] − E[w⊤x]E[x⊤w]
= w⊤E[xx⊤]w − w⊤E[x]E[x⊤]w
= w⊤Var[x]w ≥ 0

Var[x]
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 ⾮随机且已知w

 为标量w⊤x

⼤多数情况下  是正定矩阵，只有当  时等号才会成⽴。Var[u] w⊤x = 0



 的协⽅差矩阵̂β

假设同⽅差性和⽆⾃相关性 。当外⽣性  成⽴时，
。 

 的协⽅差矩阵是 
 

	 


以上结论也可以针对  导出。

如果  已知且其真实值是 ，则 。如果  未知，则需要对其进⾏估计。

Var[u ∣ X] = σ2I E[u ∣ X] = 0
E[uu⊤ ∣X] = σ2I

̂β

Var[ ̂β] = E[( ̂β − E[ ̂β])( ̂β − E[ ̂β])⊤]
= E[( ̂β − β0)( ̂β − β0)⊤]
= E[(X⊤X)−1X⊤uu⊤X(X⊤X)−1]
= EX[E[(X⊤X)−1X⊤uu⊤X(X⊤X)−1 ∣ X]]
= EX[(X⊤X)−1X⊤E[uu⊤ ∣X] X(X⊤X)−1]
= σ2(X⊤X)−1

Var[ ̂β ∣ X]
σ2 σ2

0 Var[ ̂β] = σ2
0(X⊤X)−1 σ2
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̂β = β0 + (X⊤X)−1X⊤u



预测误差的⽅差

令 ，  已知。  的估计量为 。

 的协⽅差是 

	  

上⾯的结论可以⽤来推导预测误差的⽅差。假设我们⽤样本外的观测值  预测 ，此时预测值为 
。当外⽣性成⽴时，  为⾮偏，因此  也⾮偏。预测误差的⽅差是 

 

	

γ = ω⊤β ω γ ̂γ = ω⊤ ̂β
̂γ

Var[ ̂γ] = Var[ω⊤ ̂β] = E[ω⊤( ̂β − β0)( ̂β − β0)⊤ω]

= ω⊤E[( ̂β − β0)( ̂β − β0)⊤] ω

= ω⊤Var[ ̂β] ω
= ω⊤σ2

0(X⊤X)−1 ω

Xs ys
̂ys = Xs

̂β ̂β ̂ys

Var[ys − ̂ys] = E[(ys − Xs
̂β)2] = E[(Xsβ0 + us − Xs

̂β)2]

= E[u2
s ] + E[(Xsβ0 − Xs

̂β)2]

= σ2
0 + Var[Xs

̂β]

= σ2
0 + XsVar[ ̂β]X⊤

s

= σ2
0 + σ2

0 Xs(X⊤X)−1X⊤
s
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因假设了外⽣性Var[X ] = E[X2] − E[X ]2



 的有效性̂β



估计量的有效性
Efficiency of Estimator

对同⼀参数可以有不同的估计量，且估计量的估计精确度⼀般也不同。如果估计量  的精确度
⼤于估计量 ，我们说  ⽐  更有效（more efficient）。有效⼀词可以理解为更有效地利⽤样
本所提供的信息进⾏估计。 

估计量  的估计精确度和  成正⽐，因此  ⽐  更有效可以表达为 
，或 。 

• 标量：  ⽐  更有效    。 

• 向量：  ⽐  更有效     是⾮零半正定矩阵。 

 ⽐  更有效意味着  中的每个要素，以及任意要素的任意线性结合都⾄少和  中的⼀样有
效。即对任意的权重 ，  应当⾄少和  ⼀样有效，即 
 

	 


a
b a b

a Var[a]−1 a b
Var[a]−1 > Var[b]−1 Var[a] < Var[b]

a b ⇔ Var[a] < Var[b]

a b ⇔ (Var[b] − Var[a])

a b a b
ω γa = ω⊤a γb = ω⊤b

Var[γa] ≤ Var[γb] ⇔ ω⊤Var[a] ω ≤ ω⊤Var[b] ω
⇔ ω⊤(Var[b] − Var[a]) ω ≥ 0
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 的有效性̂β

已知在外⽣性条件下，  的 OLS 估计量  是⾮偏的。同时  是  的要素的线性
结合，因此我们说  是线性估计量。 
 
这⾥考虑  的另⼀个线性估计量 。（  是  的函数）

如果定义 ，则有 
 
	  
 
如果我们要求  为⾮偏估计量，则需要保证 ，即 
 

	  

 
因为  是  的函数，根据外⽣性和 LIE 可得 。因此  ⾮偏需要保证 

，或等价的 。

β ̂β ̂β y
̂β

β β̃ = Ay A X
C = A − (X⊤X)−1X⊤

β̃ = Ay = (X⊤X)−1X⊤y + Cy = ̂β + Cy

β̃ E[β̃] = β0

E[β̃] = E[Ay] = E[A(Xβ0 + u)]
= E[AXβ0] + E[Au] = β0

A X E[Au] = 0 β̃
AX = I CX = O
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 的有效性̂β

当满⾜外⽣性和  时，  和  都是  的线性⾮偏估计量。 
 

	  

 
    。因此， 

 

	  

 
因此， 。已知协⽅差矩阵是半正定，因此  ⽐  
更有效。

CX = O ̂β β̃ = ̂β + Cy β

Var[β̃] = Var[ ̂β + Cy]
= Var[ ̂β] + Var[Cy] + 2Cov[ ̂β, Cy]

CX = O ⇒ Cy = Cu ⇒ E[Cy] = 0

Cov[ ̂β, Cy] = E[( ̂β − β0)(Cy)⊤]
= E[(X⊤X)−1X⊤uu⊤C⊤]
= (X⊤X)−1X⊤E[uu⊤]C⊤

= (X⊤X)−1X⊤σ2
0 IC⊤ = O

Var[β̃] − Var[ ̂β] = Var[Cy] ̂β β̃
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此处使⽤了条件 

E[uu⊤ ∣ X] = σ2I



Gauss-Markov Theorem

当线性回归模型  满⾜外⽣性条件  和 
同⽅差⽆⾃相关条件  时，OLS 估计量  是线
性⾮偏估计量当中最有效的。即对任意线性⾮偏估计量 ，协⽅
差矩阵之差 
 
	 	  
 
是半正定矩阵。 

 也被称为 BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) 。

y = Xβ + u E[u ∣ X] = 0
E[uu⊤ ∣ X] = σ2I ̂β

β̃

Var[β̃] − Var[ ̂β]

̂β
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残差  与误差项 û u



误差项的估计量
Estimator of the Error Term

在线性模型  中，  和  是未知的。我们可以将 OLS 
残差  当作误差项  的估计量，并⽤它来估计 。 

下⾯是  的⼀些统计学性质：


• 从  的⼀致性可以推出  的⼀致性，即 。


• 从外⽣性可以推出 。


• 从同⽅差⽆⾃相关性可以推出 。

y = Xβ + u β u
û = y − X ̂β u σ2

û
̂β û plim

n→∞
û = u

E[ ̂ut ∣ X] = 0
Var[ ̂ut ∣ X] < Var[ut ∣ X]
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E[ ̂ut ∣ X] = 0

从残差的定义可得 ，因此 
 

	  

 
因此， 
 

	  

û = MX y = MXXβ0 + MXu = MXu

̂ut = ut − Xt(X⊤X)−1X⊤u

= ut −
n

∑
s=1

Xt(X⊤X)−1X⊤
s us

E[ ̂ut ∣ X] = E[ut ∣ X] −
n

∑
s=1

Xt(X⊤X)−1X⊤
s E[us ∣ X]

= 0
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 的第  ⾏MXu t



Var[ ̂ut ∣ X] < Var[ut ∣ X]

从  的协⽅差矩阵可得 
 

	  

 
令  为第  要素为  其他要素都为  的向量。则  的第  对⻆要素可以表达为 
 
	  
 
如果回归模型包含常数项，则 。⼜因为 ， 
 
	          
 

 是  的第  对⻆要素，因此可以表达为 
 
	

û

Var[û ∣ X] = Var[MXu ∣ X] = E[MXuu⊤MX ∣ X]
= MXE[uu⊤ ∣X] MX = MXσ2IMX

= σ2MX

et t 1 0 PX t

ht = e⊤
t PXet = e⊤

t PXPXet = ∥PXet∥2 ≥ 0

ht > 0 I = PX + MX

et = PXet + MXet ⇒ ht = ∥PXet∥2 ≤ ∥et∥2 = 1

Var[ ̂ut ∣ X] σ2MX t

Var[ ̂ut ∣ X] = σ2(1 − ht) < σ2 = Var[ut ∣ X]
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 的估计σ2

Estimating σ2

如果误差项的⽅差  未知，我们就需要去估计它。根据矩估计法，可以⽤误差项的样本⽅差 
 作为估计量。但是误差项⽆法观察，我们只能考虑⽤残差替代。 

最简单的MM估计量是 。 
 

	  

 
因为  （S.2.6, p.80），可得  
 
	  
 
因此，  有偏，不适合作为  的估计量。⽽  则是⼀个⾮偏估计量。  被称
作回归标准误（the standard error of regression）。我们可以⽤  估计  的协⽅差矩阵，即 
 
	

σ2
1
n ∑n

t=1 u2
t

̂σ2 = 1
n ∑n

t=1 ̂u2
t

E[ ̂σ2 ∣ X] = 1
n ∑n

t=1 E[ ̂u2
t ∣ X]

= 1
n ∑n

t=1 Var[ ̂ut ∣ X] = 1
n ∑n

t=1 (1 − ht)σ2

∑n
t=1 ht = k

E[ ̂σ2 ∣ X] = n − k
n σ2 < σ2

̂σ2 σ2 s2 = 1
n − k

∑n
t=1 ̂u2

t s
s2 ̂β

̂Var[ ̂β] = s2(X⊤X)−1
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均⽅误差



均⽅误差
Mean Squared Error

我们在讨论  的估计精确度时假设了  的⾮偏性。如果⼀个估计量  有
偏，那就⽆法⽤它的协⽅差矩阵  作为估计精确度的指标。

更具普遍性的估计精确度指标是均⽅误差（mean squared error, MSE）： 
 

   

 
 
因此，对于单⼀参数估计量， 。当估计量是⾮偏时，

，因此我们可以⽤协⽅差矩阵衡量⾮偏估计量的估计精确度。
对于⼀致但有偏的估计量，则应该⽤ MSE。

̂β ̂β β̃
Var[β̃]

MSE(β̃) = E[(β̃ − β0)(β̃ − β0)⊤]
= E[(β̃ − E[β̃] + E[β̃] − β0)(β̃ − E[β̃] + E[β̃] − β0)⊤]
= E[(β̃ − E[β̃])(β̃ − E[β̃])⊤] + E[(E[β̃] − β0)(E[β̃] − β0)⊤]
= Var[β̃] + (E[β̃] − β0)(E[β̃] − β0)⊤

MSE = Var + bias2

MSE = Var
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