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博弈论
第三讲：二人博弈



基本定义



双矩阵博弈

双矩阵博弈是两个  矩阵  和  组成的组合 。 

•  为参与人 1 的收益矩阵，  为参与人 2 的收益矩阵。


• 当参与人选择行动组合  时，参与人 1 的收益为 ，参与人 2 的收益为 。 

参与人 1 和 2 的混合策略集合分别为


                 

m × n A = (aij)m×n B = (bij)m×n (A, B)

A B

(i, j) aij bij

Δm := {p = (p1, …, pm) ∈ ℝm ∑m
i=1 pi = 1, pi ≥ 0 for all i = 1,…, m},

Δn := {q = (q1, …, qn) ∈ ℝn ∑n
j=1 qj = 1, qj ≥ 0 for all j = 1,…, n}

C D

C –1, –1 –10, 0

D 0, –10 –9, –9

囚徒困境博弈的双矩阵：



策略的收益

• 纯策略的定义与二人零和博弈时相同。


• 当参与人 1 选择策略 ，参与人 2 选择策略  时，二人的收益分别为  
 
                         

• 在囚徒困境博弈中，策略组合  对应的收益分别是  
 

     

 

    

p q

pAq = ∑m
i=1 ∑n

j=1 pi aij qj, pBq = ∑m
i=1 ∑n

j=1 pi bij qj

((0.2, 0.8), (0.3, 0.7))

(0.2 0.8) (−1 −10
0 −9 ) (0.3

0.7) = (−0.2 −9.2) (0.3
0.7) = − 0.06 − 6.44 = − 6.5

(0.2 0.8) ( −1 0
−10 −9) (0.3

0.7) = (−8.2 −7.2) (0.3
0.7) = − 2.46 − 5.04 = − 7.5

C D

C –1, –1 –10, 0

D 0, –10 –9, –9

囚徒困境博弈的双矩阵：



最佳响应

• 非合作博弈的核心概念是最佳响应（best reply）。它说的是一个理性且自私自利的参与人
在知道（或预测）对方策略的基础上，永远以最大化自己的（期望）收益为准则选择策
略。 

在  的双矩阵博弈  中，参与人 1 的策略  如果满足


                                                 


则称其为对参与人 2 的策略  的最佳响应。同样，参与人 2 的策略  如果满足


                                                 


则称其为对参与人 1 的策略  的最佳响应。

m × n (A, B) p

pAq ≥ p′￼Aq  for all p′￼ ∈ Δm

q q

pBq ≥ pBq′￼  for all q′￼ ∈ Δn

p



纳什均衡

在  的双矩阵博弈  中，如果参与人 1 的策略  和参与人 2 的策略  互为最佳
响应，则称策略组合  为纳什均衡（Nash equilibrium）。如果  和  都是纯策
略，则将该纳什均衡称为纯策略纳什均衡。


• 纳什均衡的概念可以应用在任意的博弈上，即对参与人数、策略集合、收益函数不做任何限
制。


• 每个双矩阵博弈都存在纳什均衡（证明见原书第十三章）。


• 纳什均衡的主要问题不是存在性，而是它往往并不是唯一的。因此我们面临着如何选择纳什
均衡的问题。


• 人们在现实中是否会选择纳什均衡呢？（现实中的人们是理性的吗？）

m × n (A, B) p* q*
(p*, q*) p* q*

C D

C –1, –1 –10, 0

D 0, –10 –9, –9

囚徒困境博弈的双矩阵：



如何计算纳什均衡



寻找纯策略纳什均衡：划线法

划线法：依次找出每个参与人的最佳响应策略，并在收益矩阵中用下划线标注 

                                                           

                                                                                                              

在这个例子里，纯策略纳什均衡为 。或者用混合策略表达为 。

W X Y Z
T
M
B

2, 2 4, 0 1, 1 3, 2
0, 3 1, 5 4, 4 3, 4
2, 0 2, 1 5, 1 1, 0

W X Y Z
T
M
B

2, 2 4, 0 1, 1 3, 2
0, 3 1, 5 4, 4 3, 4
2, 0 2, 1 5, 1 1, 0

W X Y Z
T
M
B

2, 2 4, 0 1, 1 3, 2
0, 3 1, 5 4, 4 3, 4
2, 0 2, 1 5, 1 1, 0

(T, W), (T, Z), (B, Y) (e1, e1), (e1, e4), (e3, e3)

参与人 2 的最佳响应

参与人 1 的最佳响应



练习：找出所有纯策略纳什均衡

C D

C –1, –1 –10, 0

D 0, –10 –9, –9

足球 芭蕾

足球 2, 1 0, 0

芭蕾 0, 0 1, 2

囚徒困境博弈 性别战博弈

A B C D E F

W 2, 1 4, 3 7, 2 7, 4 0, 5 3, 2

X 4, 0 5, 4 1, 6 0, 4 0, 3 5, 1

Y 1, 3 5, 3 3, 2 4, 1 1, 0 4, 3

Z 4, 3 2, 5 4, 0 1, 0 1, 5 2, 1

一个  博弈4 × 6



练习：找出所有纯策略纳什均衡

C D

C –1, –1 –10, 0

D 0, –10 –9, –9

足球 芭蕾

足球 2, 1 0, 0

芭蕾 0, 0 1, 2

囚徒困境博弈 性别战博弈

A B C D E F

W 2, 1 4, 3 7, 2 7, 4 0, 5 3, 2

X 4, 0 5, 4 1, 6 0, 4 0, 3 5, 1

Y 1, 3 5, 3 3, 2 4, 1 1, 0 4, 3

Z 4, 3 2, 5 4, 0 1, 0 1, 5 2, 1

一个  博弈4 × 6



用绘图法解  博弈2 × 2

• 考虑下面的双矩阵博弈 
 

                                                         

• 用划线法可得纯策略纳什均衡： 


• 如何找出所有纳什均衡？


• 假设参与人 2 的策略是 ，考虑参与人 1 的最佳响应“函数”


• 假设参与人 1 的策略是 ，考虑参与人 2 的最佳响应“函数”


• 找到两个最佳响应“函数”的所有交点

L R
T
B (2, 2 0, 1

1, 1 3, 3)
(T, L), (B, R)

(q,1 − q)

(p,1 − p)



用绘图法解  博弈2 × 2

首先考虑参与人 1：


假设参与人 2 的策略是 。此时，参与人 1 的策略  和策略  的收益分别是


                                            和    


因此，当  时，策略  是最佳响应。当  时，策略  是最佳响应。当  
时，所有混合策略  都是最佳响应。


我们可以将参与人 1 对  的最佳响应写成  的“函数”


                           


(q,1 − q) T B

2q + 0(1 − q) = 2q 1q + 3(1 − q) = 3 − 2q

2q > 3 − 2q ⇔ q > 3/4 T q < 3/4 B q = 3/4
(p,1 − p)

(q,1 − q) (q,1 − q)

β1(q,1 − q) =

{(1,0)}  if  3
4 < q ≤ 1

{(p,1 − p) ∣ 0 ≤ p ≤ 1}  if q = 3
4

{(0,1)}  if 0 ≤ q < 3
4

L R
T
B (2, 2 0, 1

1, 1 3, 3)

注意：  并不是严格意义上
的函数，因为它的取值是集
合。这种映射在英文中称为 
correspondence，翻译为对
应，也可称为 set-valued 
function（集合值函数）。

β1



用绘图法解  博弈2 × 2

接下来考虑参与人 2：


假设参与人 1 的策略是 。此时，参与人 2 的策略  和策略  的收益分别是


                                            和    


因此，当  时，策略  是最佳响应。当  时，策略  是最佳响应。当 
 时，所有混合策略  都是最佳响应。


参与人 2 对  的最佳响应“函数”为


                           


(p,1 − p) L R

2p + 1(1 − p) = 1 + p 1p + 3(1 − p) = 3 − 2p

1 + p > 3 − 2p ⇔ p > 2/3 L p < 2/3 R
p = 2/3 (q,1 − q)

(p,1 − p)

β2(p,1 − p) =

{(1,0)}  if  2
3 < p ≤ 1

{(q,1 − q) ∣ 0 ≤ q ≤ 1}  if p = 2
3

{(0,1)}  if 0 ≤ p < 2
3

L R
T
B (2, 2 0, 1

1, 1 3, 3)



用绘图法解  博弈2 × 2

纳什均衡  应满足二者互为最佳响应，即 


                              和    


如果将两个最佳响应函数画在同一幅图中，  应为两个函
数的交点。 

如右图所示，这个博弈共有三个纳什均衡，分别是


                                    


(p*, q*)

p* ∈ β1(q*) q* ∈ β2(p*)

(p*, q*)

((1,0), (1,0))
(( 2

3 , 1
3 ), ( 3

4 , 1
4 ))

((0,1), (0,1))

L R
T
B (2, 2 0, 1

1, 1 3, 3)



利用剔除严格劣势策略简化问题

反复剔除严格劣势策略可以给博弈降维。被剔除的策略在纳什均衡中被采用的概率为零，剔除后得
到的博弈中也不会出现原博弈中不存在的纳什均衡。


考虑下面的双矩阵博弈：


                                                  

我们可以确认  是唯一的纯策略纳什均衡。


参与人 1 的三个纯策略  都不严格劣于任意一个纯策略。参与人 2 的纯策略  亦
然。这说明我们需要考虑严格劣于某个混合策略的可能性。

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3

(T, W)

T, M, B W, X, Y, Z



利用剔除严格劣势策略简化问题

让我们考虑参与人 2 的纯策略 。


通过观察可知  的收益低于  和  的收益的最大值，即


                                         

这里可以考虑  和  的凸组合策略，即  。  严格劣于这个策略的条件是


                                                        

 
这三个不等式的解是 。因此  是严格劣势策略（例如它严格劣于 ），可以将

其剔除。

X

X W Y

1 < max{2,2}, 1 < max{0,4}, 1 < max{4,0}

W Y (q,0,1 − q,0) X
1 < 2q + 2(1 − q) = 2
1 < 0q + 4(1 − q) = 4 − 4q
1 < 4q + 0(1 − q) = 4q

1
4 < q < 3

4 X ( 1
2 ,0, 1

2 ,0)

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3



利用剔除严格劣势策略简化问题

这样我们就得到了一个缩小了的  博弈。


接下来可以考虑参与人 1 的纯策略 。


不难发现，  的收益低于  和  的收益的最大值，即


                                   

考虑混合策略 。  严格劣于这个策略的条件是


                                                          

 
这三个不等式的解为 。因此  是严格劣势策略（例如它严格劣于 ），可以将其剔除。

3 × 3

M

M T B

1 < max{2,0}, 2 < max{2,3}, 1 < max{0,3}

(p,0,1 − p) M
1 < 2p + 0(1 − p) = 2p
2 < 2p + 3(1 − p) = 3 − p
1 < 0p + 3(1 − p) = 3 − 3p

1
2 < p < 2

3 M ( 3
5 ,0, 2

5 )

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3

①

W Y Z
T
M
B

2, 2 2, 2 0, 0
1, 0 2, 4 1, 5
0, 4 3, 0 3, 3



利用剔除严格劣势策略简化问题

这样我们就得到了一个更小的  博弈。


这时，参与人 2 的纯策略  严格劣于纯策略 ，因此可以直接  
将其剔除。剔除后可以获得  博弈 

                                             

最终获得的博弈中存在纯策略纳什均衡 。如果要找出所有  
纳什均衡，则需要用绘图法。

2 × 3

Z W
2 × 2

W Y
T
B (2, 2 2, 2

0, 4 3, 0)
(T, W)

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3

①

W Y Z
T
M
B

2, 2 2, 2 0, 0
1, 0 2, 4 1, 5
0, 4 3, 0 3, 3

②

W Y Z
T
B (2, 2 2, 2 0, 0

0, 4 3, 0 3, 3)
③



利用剔除严格劣势策略简化问题

在最终获得的  博弈中，首先考虑参与人 1 的最佳响应：


假设参与人 2 的策略是 。此时，参与人 1 的策略  和策略  的收益 
分别是


                                         和    


因此，当  时，策略  是最佳响应。当  时，策略  是 
最佳响应。当  时，所有混合策略  都是最佳响应。


参与人 1 对  的最佳响应函数为


                                        

2 × 2

(q,1 − q) T B

2q + 2(1 − q) = 2 0q + 3(1 − q) = 3 − 3q

2 > 3 − 3q ⇔ q > 1/3 T q < 1/3 B
q = 1/3 (p,1 − p)

(q,1 − q)

β1(q,1 − q) =

{(1,0)}  if  1
3 < q ≤ 1

{(p,1 − p) ∣ 0 ≤ p ≤ 1}  if q = 1
3

{(0,1)}  if 0 ≤ q < 1
3

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3

W Y
T
B (2, 2 2, 2

0, 4 3, 0)



利用剔除严格劣势策略简化问题

接下来考虑参与人 2 的最佳响应：


假设参与人 1 的策略是 。此时，参与人 2 的策略  和 
策略  的收益分别是


                         和    


因此，当  时，策略  是最佳响应。 
当  时，所有混合策略  都是最佳响应。


参与人 2 对  的最佳响应函数为 
 

                            

(p,1 − p) W
R

2p + 4(1 − p) = 4 − 2p 2p + 0(1 − p) = 2p

4 − 2p > 2p ⇔ p < 1 W
p = 1 (q,1 − q)

(p,1 − p)

β2(p,1 − p) = {{(1,0)}  if 0 ≤ p < 1
{(q,1 − q) ∣ 0 ≤ q ≤ 1}  if p = 1

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3

W Y
T
B (2, 2 2, 2

0, 4 3, 0)



利用剔除严格劣势策略简化问题

双方的最佳响应函数分别为


                                      

 
 

                                      

 
如右图所示，最佳响应函数的交点（重叠部分）为


                                                     


对应原博弈的纳什均衡是


                                                

β1(q,1 − q) =

{(1,0)}  if  1
3 < q ≤ 1

{(p,1 − p) ∣ 0 ≤ p ≤ 1}  if q = 1
3

{(0,1)}  if 0 ≤ q < 1
3

β2(p,1 − p) = {{(1,0)}  if 0 ≤ p < 1
{(q,1 − q) ∣ 0 ≤ q ≤ 1}  if p = 1

{((1,0), (q,1 − q)) ∣ 1
3 ≤ q ≤ 1}

{((1,0,0), (q,0,1 − q,0)) ∣ 1
3 ≤ q ≤ 1}

W X Y Z
T
M
B

2, 2 2, 1 2, 2 0, 0
1, 0 4, 1 2, 4 1, 5
0, 4 3, 1 3, 0 3, 3

W Y
T
B (2, 2 2, 2

0, 4 3, 0)


