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博弈论
第四讲：扩展式博弈（⼆）



⼦博弈完美均衡



逆向归纳法

逆向归纳法（backward induction）的步骤如下：


• 针对每⼀个终点前的参与⼈决策节点（如右上图中的   ），
找出该节点的最优⾏动，然后将该节点改为终点，并赋予最
优⾏动对应的收益向量。


• 通过以上操作我们可以获得⼀个简化的博弈（如右下图）。
针对新的博弈重复上⾯的操作，直⾄仅剩⼀个节点。


• 这样获得的策略组合（在右边的例⼦中为 ）是
纯策略纳什均衡。 

在完美信息博弈中，⽤逆向归纳法⼀定会得到⼀个纯策略纳什
均衡。因此完美信息博弈⾄少拥有⼀个纯策略纳什均衡。

(Ca, rℓ′ R)

这个博弈有⼗个纯策略纳什均衡



⼦博弈

⼦博弈（subgame）是博弈树中的⼀个平凡信息集及其以下的部分，并且这⼀部分中的任意
节点都不会和外部的节点处在同⼀个信息集中。

⼦博弈的例⼦ 这不是⼦博弈



⼦博弈完美均衡

如果⼀个策略组合能在每个⼦博弈中形成⼀个纳什均衡，则称其为⼦博弈完美均衡（subgame 
perfect equilibrium, SPE）。


• 任意⼦博弈完美均衡也是纳什均衡。


• 在完美信息博弈中，由逆向归纳法 
获得的纳什均衡和⼦博弈完美均衡 
是⼀致的。因此完美信息（扩展式） 
博弈⼀定存在⼦博弈完美均衡。 

⼦博弈完美均衡⼀定程度上解决了纳 
什均衡过多的问题。

这个博弈共包含六个⼦博
弈（原博弈也是⾃身的⼦
博弈）。

• 逆向归纳均衡 

 在最下⾯的
四个⼦博弈中都做出了
最优选择。


• 随机选择是随机的，因
此不存在优劣之说。


•  是原博弈的
纳什均衡。

(Ca, rℓ′ R)

(Ca, rℓ′ R)



不完美信息博弈的⼦博弈完美均衡

• 右侧的博弈有四个⼦博弈。


• 对于最后两个⼦博弈，最优选择分别是  和 。


• 忽略由随机选择节点开始的⼦博弈。


• 已知原博弈共有六个纳什均衡： 
 
               
 
其中  和  是⼦博弈完美均衡。


• 注意：在这个博弈中⽆法使⽤逆向归纳法。

R a

(Aa, rL), (Ab, rL), (Ba, ℓL),
(Bb, ℓL), (Ca, ℓR), (Ca, rR)

(Ca, ℓR) (Ca, rR)



取⽕柴游戏的⼦博弈完美均衡策略

这是⼀个完美信息博弈。虽然很难完整地画出这个博弈的博弈树，但是  
可以⽤逆向归纳法进⾏分析。


• 最后⼀轮：如果桌上剩下  或  根⽕柴，则下⼀个取⽕柴的参与⼈的最优策略是拿⾛全部⽕柴并获胜。


• 如果桌上有  根⽕柴，则下⼀个取⽕柴的参与⼈只能选择拿⾛  或  根⽕柴，⽽这都会导致对⼿获胜。因
此，参与⼈如果能够给桌上留下  根⽕柴就能保证⾃⼰的胜利。


• 如果桌上有  或  根⽕柴，则下⼀个取⽕柴的参与⼈可以保证桌上剩下  根⽕柴，从⽽保障⾃⼰的胜利。


• 如果桌上有  根⽕柴，则下⼀个取⽕柴的参与⼈只能留下  或  根⽕柴，⽽这都会导致对⼿获胜。因此，
参与⼈如果能够给桌上留下  根⽕柴就能保证⾃⼰的胜利。


• …… 依此类推，参与⼈应当努⼒使桌上留下  或  根⽕柴。


• 第⼀轮：第⼀个⾏动的参与⼈只要选择取⾛  根⽕柴，就能保证⾃⼰可以获胜。在后⾯的回合⾥，他只需要根
据对⼿的⾏动调整⾃⼰的选择，使桌上依次留下  根⽕柴，并在最后⼀轮取⾛所有剩余的⽕柴。
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4, 8, 12, 16 20
1

16, 12, 8, 4

‣ 桌上有 21 根⽕柴

‣ 两个参与⼈轮流拿⾛⼀部分⽕柴，
但每次只能拿⾛ 1, 2 或 3 根


‣ 参与⼈ 1 ⾸先开始

‣ 拿⾛最后⼀根⽕柴的参与⼈获胜



练习
在 MOBA 类游戏中选择英雄
考虑 MOBA 类游戏（例如王者荣耀）中两队
选择英雄的环节（即 ban/pick 中的 pick 环
节），并将其简化建模。


• 假设两个队伍分别为参与⼈ 1 和 2。


• 共有四个英雄可供选择，分别为 , , 
 和 。参与⼈对每个英雄的熟练度为


• 参与⼈ 1 ⾸先选择⼀名英雄，随后参与⼈ 2 
选择⼀名英雄，最后参与⼈ 1 再选择⼀名
英雄。剩下的英雄由参与⼈ 2 获得。


• 参与⼈的收益是其获得英雄的熟练度之和。  

回答下⾯的问题：


1. 画出博弈树。


2. 找出⼦博弈完美均衡。


3. 是否存在和⼦博弈完美均衡结果不同的纳
什均衡？

H1 H2
H3 H4

H1 H2 H3 H4
参与⼈ 1 1 2 3 4
参与⼈ 2 2 3 4 1



完美⻉叶斯均衡



完美⻉叶斯均衡

⼦博弈完美均衡对⾮平凡信息集不起作⽤，因此我们需要⼀个适⽤于不完美信息博弈的针对纳
什均衡的改进，下⾯介绍的完美⻉叶斯均衡（perfect Bayesian equilibrium）就是其中⼀种。 

对于⼀个⾮平凡信息集，在该信息集做决策的参与⼈的信念（belief）是关于该信息集内节点的
概率分布（概率向量）。可以理解为参与⼈对信息集内节点的发⽣概率的预测。 

扩展式博弈中的完美⻉叶斯均衡是满⾜下⾯两个条件的策略与信念的组合。


1. ⻉叶斯⼀致性（Bayesian consistency）：信念需和策略保持⼀致，即在任何可⾏的情况下
依照⻉叶斯公式计算信念。


2. 序贯理性（sequential rationality）：参与⼈在各⾃的信念下选择最优⾏动，即根据信念计
算期望收益，并根据期望收益最⼤化原则进⾏决策。



信念

这⾥我们对右侧博弈中参与⼈ 2 的信息集进⾏了标注


• 这个信息集共有两个节点。令左侧节点的发⽣概率为  
，右侧节点的发⽣概率为 ，则参与⼈ 2 在这 
个信息集上的信念为 。


• 根据序贯理性，在这个信念下，参与⼈ 2 选择  的期 
望收益是 ，选择  的期望 
收益是 。因此，当  时 
选择 ，当  时选择 。（我们不讨论混合策 
略，因此在  时只有两个收益相同的纯策略） 


• 同样根据序贯理性，参与⼈ 2 在  下⾯的节点选择  
，参与⼈ 1 在  下⾯的节点选择 。

α 1 ⋯ α
(α,1 ⋯ α)

ℓ
1α + 3(1 ⋯ α) = 3 ⋯ 2α r

2α + 0(1 ⋯ α) = 2α α → 3/4
ℓ α − 3/4 r

α = 3/4
U

R D a



信念的计算

• 那么如何计算  呢？根据⻉叶斯⼀致性，我们应该尽可能地  
利⽤⻉叶斯公式 
 

           

•  的取值取决于参与⼈ 1 的策略。如果他的策略让他选择 ，则 ，如果他的策略让他选
择 ，则 。但如果他的策略让他选择 ，则上⾯的表达式分⺟为零，说明此时⻉叶斯公
式不适⽤，⽽  可以取任意值（在⻉叶斯公式不适⽤时，参与⼈可以随意预测发⽣概率）。 

α

α = Pr[参与⼈ 1 选择了 A ≤ 参与⼈ 1 选择了 A 或 B]
=

Pr[参与⼈ 1 选择了 A] ≥ Pr[参与⼈ 1 选择了 A 或 B ≤ 参与⼈ 1 选择了 A]
Pr[参与⼈ 1 选择了 A 或 B]

=
Pr[参与⼈ 1 选择了 A]

Pr[参与⼈ 1 选择了 A 或 B]
α A α = 1

B α = 0 C
α

⻉叶斯公式：


    Pr[P ≤ Q] = Pr[P] ≥ Pr[Q ≤ P]
Pr[Q]



完美⻉叶斯均衡

• 在起点处，参与⼈ 1 （在已知参与⼈ 2 在  后⾯会选择  的 
前提下）选择  的期望收益是 ，⽽选择  或  的期望收益  
则不会⼤于 。因此，参与⼈ 1 的最优策略是 。


• 在这种情况下，参与⼈ 2 的⾮平凡信息集⽆法到达，因此⻉叶斯⼀致性没有约束⼒。也就是允
许参与⼈ 2 拥有任意信念，即 。


• 序贯理性依然有效，因此参与⼈ 2 的最优策略为：当  时选择策略 ，当 
 时选择策略 。


• 综上所述，此博弈的完美⻉叶斯均衡是  
 
                                               

U R
C 8 A B

7 Ca

0 → α → 1
0 → α → 3/4 ℓR

3/4 → α → 1 rR

{(Ca, ℓR) if  0 → α → 3/4
(Ca, rR) if  3/4 → α → 1

注意：  和  都是是这
个博弈的⼦博弈完美均衡，完美⻉叶斯
均衡在此基础上添加了信念的⽀撑。

(Ca, ℓR) (Ca, rR)



完美⻉叶斯均衡和⼦博弈完美均衡

右图是将前⼀个博弈中最左侧终点的收益由  改为   
⽽获得的博弈。


• ⼦博弈完美均衡依然是  和 。


• 当参与⼈ 2 处于⾮平凡信息集时，⽆论是在  节点还是  节点，她选择  的收益都⼤于
选择  的收益。因此，  并不是最优策略，⽽⼦博弈完美均衡⽆法将其排除。


• 如果考虑完美⻉叶斯均衡，那么在信念  下，选择  的期望收益是 
，选择  的期望收益是 ，因此对于任意 ，序贯理性都要

求参与⼈ 2 选择  ⽽⾮ 。因此，唯⼀的完美⻉叶斯均衡是  
 
                                             

(4, 1) (4, 3)

(Ca, ℓR) (Ca, rR)
A B ℓ

r rR

(α,1 ⋯ α) ℓ
3α + 3(1 ⋯ α) = 3 r 2α 0 → α → 1

ℓ r

(Ca, ℓR) for any  0 → α → 1



⼀个三⼈博弈的分析

右图中给出了⼀个三⼈博弈


• 纳什均衡： 
 

由于有三个参与⼈，策略式表达需要多个双矩阵 
 

 

 
纯策略纳什均衡为 , ,  和  

。

ℓ r ℓ r

1 : A
L
R(3, 3, 1 0, 0, 0

0, 0, 0 1, 1, 3) 1 : B
L
R(2, 0, 0 2, 0, 0

2, 0, 0 2, 0, 0)
(A, L, ℓ) (B, L, r) (B, R, ℓ)

(B, R, r)



⼀个三⼈博弈的分析

• ⼦博弈完美均衡： 
 

除了原博弈，还有⼀个⼦博弈（如右图）。这个⼦博弈的 
纳什均衡是它对应的策略式博弈的纳什均衡，即  
 

                                

 
均衡策略为  和 。 
 
在上⾯的⼦博弈中，如果参与⼈ 2 和 3 选择 ，则 
参与⼈ 1 应当选择 ；如果是 ，则参与⼈ 1 应该 
选择 。因此，⼦博弈完美均衡是  和 。

ℓ r
L
R(3, 1 0,0

0,0 1, 3)
(L, ℓ) (R, r)

(L, ℓ)
A (R, r)

B (A, L, ℓ) (B, R, r)



⼀个三⼈博弈的分析

• 完美⻉叶斯均衡： 
 

令参与⼈ 3 在⾃⼰的信息集中的信念为 。此时  
⾏动  和  的期望收益分别是  和 ，根据序贯理  
性，参与⼈ 3 的最优选择是 
 
                              

- 如果参与⼈ 3 选择 ，参与⼈ 2 应当选择 ，参与⼈ 1 应当选 
择 。此时参与⼈ 3 的信念是 ，且基于此信念，他的最 
优选择是 ，符合⻉叶斯⼀致性（没有⾃相⽭盾）。这样我们就 
得到了⼀个完美⻉叶斯均衡：策略组合  和信念 。

(α,1 ⋯ α)
ℓ r α 3 ⋯ 3α

{r if 0 → α → 3/4
ℓ if 3/4 → α → 1

ℓ L
A α = 1

ℓ
(A, L, ℓ) α = 1



⼀个三⼈博弈的分析

• 完美⻉叶斯均衡： 
 

令参与⼈ 3 在⾃⼰的信息集中的信念为 。此时  
⾏动  和  的期望收益分别是  和 ，根据序贯理  
性，参与⼈ 3 的最优选择是 
 
                              

- 如果参与⼈ 3 选择 ，参与⼈ 2 应当选择 ，参与⼈ 1 应当选 
择 。此时参与⼈ 3 的信念是 ，且基于此信念，他的最 
优选择是 ，符合⻉叶斯⼀致性。这样我们就得到了另⼀个完美 
⻉叶斯均衡：策略组合  和信念 。

(α,1 ⋯ α)
ℓ r α 3 ⋯ 3α

{r if 0 → α → 3/4
ℓ if 3/4 → α → 1

r R
B α = 0

r
(B, R, r) α = 0


