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博弈论
第七讲：合作博弈（⼀）



合作博弈的例⼦和基本概念



三城博弈

• 城市 1、2、3 共享⼀座发电站。从发电站到城市间的输电⽹络
和距离（即输电成本）如右图所示。


• 参与⼈集合是 。对任意联盟 ，令  为
该联盟的输电成本，  为该联盟成员
通过结盟节省的总成本。


• 空集  也是⼀个联盟，它不产⽣价值，因此我们令 。 

N = {1, 2, 3} S ⊆ N c(S)
v(S) = ∑i∈S c({i}) − c(S)

Ø v(Ø) = 0

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
c(S) 100 140 130 150 130 150 150
v(S) 0 0 0 90 100 120 220

1 和 2 合作

1 和 2 不合作



⼿套博弈

• 共有三个参与⼈ 1、2、3。参与⼈ 1 和 2 各⾃拥有⼀只右⼿的⼿套，⽽参与⼈ 3 拥有⼀只
左⼿的⼿套。⼀副⼿套的价值是 ，⽽⼀只⼿套的价值是 。


• 令  代表联盟  的成员所持有的⼿套的总价值，则有

1 0
v(S) S

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 1 1 1



排列博弈

• ⼩张、⼩李和⼩王分别在星期⼀、⼆、三约了⽛医。但是 
这个安排对他们来说并不是最好的。三⼈对⽇期的偏好可 
以⽤右表中数字（可以理解为满意度）的⼤⼩表达。 

• 假设联盟成员间可以任意调换预约⽇期。  是联盟  成 
员可以获得的最⼤满意度之和。

v(S) S

S {张} {李} {王} {张, 李} {张, 王} {李, 王} {张, 李, 王}
v(S) 2 5 4 14 18 9 24

星期⼀ 星期⼆ 星期三

⼩张 2 4 8
⼩李 10 5 2
⼩王 10 6 4



投票博弈

• 联合国安全理事会中有五个常任理事国（分别是英国、俄罗斯、法国、美国、中国）和⼗
个⾮常任理事国。若要通过⼀项动议需要包括所有常任理事国在内的⾄少九个理事国同
意。


• 如果联盟  的成员全部投赞成票时能使动议通过，则称  为胜利联盟，如果不能通过则称
其为失败联盟。通常假设胜利联盟的价值为 ，失败联盟的价值为 。


• 此博弈共有  个联盟，因此⽆法以表格形式表达联盟价值。下⾯是函数  
的函数表达 
 
                                 

S S
1 0

215 = 32768 v(S)

v(S) = {1  if {1,…, 5} ⊆ S and  |S | ≥ 9
0  otherwise



合作博弈的基本概念

• 合作博弈分为效⽤可转移博弈（transferable utility game, TU-game）和效⽤不可转移博
弈（non-transferable utility game, NTU-game）。这⻔课程中讨论的都是效⽤可转移博
弈。 

效⽤可转移合作博弈（TU-game）是由参与⼈集合  和特征函数（characteristic 
function）  组成的⼆元组 。其中  赋予每个联盟  ⼀个实数值 ，代表联盟 

 产⽣的价值。  还需满⾜ 。联盟  称为全体联盟（或⼤联盟）。


联盟  的成员可以对该联盟的价值  进⾏分配，我们称其为收益分配（payoff 
distribution）或收益向量（payoff vector），写作 。

N
v (N, v) v S ⊆ N v(S)

S v v(Ø) = 0 N

S v(S)
(xi)i∈S



合作博弈的⽬的

• 合作博弈主要关⼼两个问题：

1. 哪个联盟会结成？

2. 如何在成员间分配联盟的价值？ 

• 第⼀个问题往往取决于第⼆个问题的答案，因此应该如何分配联盟价值是合作博弈的主要
研究问题，尤其是全体联盟的价值分配。


• 合作博弈属于规范经济学（normative economics）的范畴。

• 规范经济学（normative economics）：讨论⼈们应该怎么做。可以给出建议。


• 实证经济学（positive economics）：解释现实中⼈们是怎么做的。可以给出预测。



合作博弈的解



全体联盟的收益分配

全体联盟  的收益分配记作 。任意⾮空联盟  的成员在收益分配  中
获得的总收益是  。


我们希望收益分配具有以下性质：


• 有效性（efficiency）：  
 

（全体联盟的价值完整地被分配给成员）


• 个体理性（individual rationality）：  
 

（每个成员⾄少获得不加⼊联盟时能够获得的收益  加⼊全体联盟不会给个⼈带来损失）


• 联盟理性（coalitional rationality）：  
 

（如果全体联盟中的部分成员结盟为 ，则该联盟产⽣的价值不会⼤于这些成员从全体联盟中获得的总收
益  全体联盟优于其他联盟） 
注意：根据联盟的定义，任意的  也是联盟，因此联盟理性可以推导出个体理性。

N = {1,…, n} x = (x1, …, xn) ∈ ℝn S x
x(S) := ∑i∈S xi

x(N) = v(N)

xi ≥ v({i}), i ∈ N
⇒

x(S) ≥ v(S), Ø ≠ S ⊆ N
S

⇒
{i}



博弈的核

TU-game  的核（core）是集合


。


也就是说，  的核是所有有效的具有联盟理性的收益分配的集合。  

• 三城博弈 
 
 
 
 
 
收益分配  显然满⾜有效性和联盟理性，因此它是⼀个核分配。

(N, v)
C(N, v) = {x ∈ ℝn ∣ x(N) = v(N) and x(S) ≥ v(S) for Ø ≠ S ⊆ N}

(N, v)

(70, 70, 80)

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 90 100 120 220



核的代数与⼏何表达
以三城博弈为例

• 从定义可知此博弈的核为 
 

       

• 由有效性条件  可知，核分配都在 
三维实数空间中的同⼀个平⾯上，如右图。 
（四⼈以上时⽆法绘图）

C = {(x1, x2, x3) ∈ ℝ3 ∣ x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
x1 + x2 ≥ 90,
x1 + x3 ≥ 100,
x2 + x3 ≥ 120,
x1 + x2 + x3 = 220)}

x1 + x2 + x3 = 220

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 90 100 120 220



补充：  是⼀条直线{(x, y) ∈ ℝ2 ∣ x + y = K}
⾸先考虑  。


                             

因此，  是以  为原点，由向量  张成的直线。  
  是通过  和  两点的直线。 

由于 ，令 ,  可得 


                       


因此  是通过  和  两点的直线。

{(x, y) ∈ ℝ2 ∣ x + y = 1}
(x, y) = xe1 + ye2

= e1 + (x − 1)e1 + ye2

= e1 − ye1 + ye2

= e1 + y(e2 − e1)

(x, y) e1 e2 − e1

⇒ {(x, y) ∈ ℝ2 ∣ x + y = 1} e1 e2

x + y = K ⇔ x
K

+ y
K

= 1 x′ = x
K

y′ = y
K

(x, y) = K(x′ , y′ ) = Ke1 + y′ K(e2 − e1) = Ke1 + y′ (Ke2 − Ke1)
{(x, y) ∈ ℝ2 ∣ x + y = K} Ke1 Ke2



补充：  是⼀个平⾯{(x, y, z) ∈ ℝ3 ∣ x + y + z = K}
依然⾸先考虑 。


            

因此，  可以看作是以  为原点，由向量   
和  张成的平⾯。


   是通过 ,  和   
三点的平⾯。


   是通过 ,  和  
 三点的平⾯。

{(x, y, z) ∈ ℝ3 ∣ x + y + z = 1}
(x, y, z) = xe1 + ye2 + ze3

= e1 + (x − 1)e1 + ye2 + ze3

= e1 + (−y − z)e1 + ye2 + ze3

= e1 + y(e2 − e1) + z(e3 − e1)

(x, y, z) e1 e2 − e1

e3 − e1

⇒ {(x, y, z) ∈ ℝ3 ∣ x + y + z = 1} e1 e2 e3

⇒ {(x, y, z) ∈ ℝ3 ∣ x + y + z = K} Ke1 Ke2

Ke3



核的代数与⼏何表达
以三城博弈为例

• 个体理性条件将平⾯缩⼩为右图中的三⻆型领域。

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 90 100 120 220



• 有效性条件中的总收益  只决定平⾯和原点的距离，不会改变形状。v(N)

核的代数与⼏何表达
以三城博弈为例

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 90 100 120 220



• 每个联盟理性条件都是⼀个不等式 ，这在平⾯中对应⼀条直线和由它
分割出的半个平⾯。

xi + xj ≥ s ⇔ xk ≤ t

核的代数与⼏何表达
以三城博弈为例

x1 + x2 ≥ 90 (a)
x1 + x3 ≥ 100 (b)
x2 + x3 ≥ 120 (c)

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 90 100 120 220



利⽤绘图法计算排列博弈的核

个体理性： 
                     
 
联盟理性： 

                    

 
 

    

x1 ≥ 2, x2 ≥ 5, x3 ≥ 4

x1 + x2 ≥ 14 ⇔ x3 ≤ 10
x1 + x3 ≥ 18 ⇔ x2 ≤ 6
x2 + x3 ≥ 9 ⇔ x1 ≤ 15

⇒
C = {x ∈ ℝ3 ∣ 5 ≤ x2 ≤ 6, 4 ≤ x3 ≤ 10,

x1 = 24 − x2 − x3}

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 2 5 4 14 18 9 24



核分配可能是唯⼀的

⼿套博弈 
 
 
 

由联盟理性条件和有效性条件可得 
 

                                             

 
因此，核是 。

x1 + x3 ≥ 1 ⇒ x2 = 0
x2 + x3 ≥ 1 ⇒ x1 = 0

x1 + x2 + x3 = 1 ⇒ x3 = 1
{(0, 0, 1)}

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 1 1 1



多⼈博弈的核

投票博弈： , 





由联盟理性条件和有效性条件可得：


 

 

N = {1,…,15}

v(S) = {1  if {1,…, 5} ⊆ S and  |S | ≥ 9
0  otherwise

(∑5
i=1 xi) + x6 + x7 + x8 + x9 ≥ 1 ⇒ x10 = x11 = … = x15 = 0

(∑5
i=1 xi) + x12 + x13 + x14 + x15 ≥ 1 ⇒ x6 = x7 = … = x11 = 0

⇒ ∑5
i=1 xi = 1, x6 = … = x15 = 0

⇒ C = {(x1, … , x5, 0, … , 0) ∈ ℝ15 ∣ ∑5
i=1 xi = 1}



核也可以是空集

多数通过博弈是⼀种简单的投票博弈，当参与⼈的⼈数为  时，任意⼈数⼤于  的联盟都是
胜利联盟，其他所有联盟都是失败联盟。


当  时，

 

由联盟理性条件和有效性条件可得





这和有效性条件  ⽭盾。因此这个博弈的核是空集，即  。 

n n/2

n = 3

x1 + x2 ≥ 1 ⇒ x3 = 0
x1 + x3 ≥ 1 ⇒ x2 = 0
x2 + x3 ≥ 1 ⇒ x1 = 0

x1 + x2 + x3 = 1 C = Ø

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 1 1 1 1



练习

在下⾯的博弈中，每个⼆⼈联盟产⽣的价值都是 ， 。


已知存在⼀个实数 ，当  时，核包含⽆限多个收益分配；当  时，
核仅包含⼀个收益分配；当  时，核为空集。求 。


θ 0 < θ < 1

0 ≤ θ* ≤ 1 θ < θ* θ = θ*
θ > θ* θ*

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 θ θ θ 1



练习：核分配看上去不太合理的例⼦

下⾯的博弈是在多数通过博弈的基础上增加了参与⼈ 4。他的加⼊使全体联盟的价值由  增加
⾄ ，但对其他联盟没有影响。


求此博弈的核。

1
3/2

S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 1 1 1 1

S {4} {1, 4} {2, 4} {3, 4} {1, 2, 4} {1, 3, 4} {2, 3, 4} N
v(S) 0 0 0 0 1 1 1 3/2


