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• ⾯板数据（panel data），也称为纵向数据（longitudinal 
data），是指  个不同个体在  个不同时期上的观测数据。


• 如果数据集包含变量  和  的观测值，该数据可以表示为  
 

	 ,       and    

• 平衡⾯板（balanced panel）指所有的变量在每个个体和每⼀时
期中都有观测值的⾯板。否则称为⾮平衡⾯板（unbalanced 
panel）。


•  ⽐较⼩  ⽐较⼤的⾯板数据称为⻓⾯板（long panel）；  ⽐
较⼩  ⽐较⼤的数据称为短⾯板（short panel）。
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Panel data
⾯板数据
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• 数据来源：Ruhm, C. (1996). Alcohol policies and highway 
vehicle fatalities, Journal of Health Economics, 15:435-454. 
（可在 Stock & Watson 的教科书中找到，也被收录到 R 的 AER 包中）

• 包含美国 48 个本⼟州（不包含阿拉斯加和夏威夷）1982 ⾄ 
1988 年间的交通事故及相关的平衡⾯板数据。


• 主要变量：

• 交通事故死亡率 FatalityRate：每州每年每⼀万⼈中死于交通事故的⼈数


• 啤酒税 BeerTax：单位为美元/箱（1988年美元价值），可作为酒精税的代理
变量


• 其他变量：法定饮酒年龄、酒驾处罚、⼈均收⼊、失业率等。

The U.S. state traffic fatality data set
美国州级交通事故死亡数据集

3



线性模型的回归结果是反常识的：啤酒税越⾼死亡率也越⾼ 
 

⇒ 存在遗漏变量偏差?：道路设施状态、社会对饮酒的容忍度等

Stock & Watson, Introduction to Econometrics, 3rd.
交通事故死亡率与酒精税
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364 CHAPTER 10  Regression with Panel Data

FIGURE 10.1  The Traffic Fatality Rate and the Tax on Beer

Figure 10.1a is a scatterplot of 
traffic fatality rates and the real 
tax on a case of beer (in 1988 
dollars) for 48 states in 1982. 
Figure 10.1b shows the data 
for 1988. Both plots show a 
positive relationship between 
the fatality rate and the real 
beer tax.
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with alcohol taxes, and if so, this will lead to omitted variable bias. One approach 
to these potential sources of omitted variable bias would be to collect data on all 
these variables and add them to the annual cross-sectional regressions in Equa-
tions (10.2) and (10.3). Unfortunately, some of these variables, such as the cultural 
acceptance of drinking and driving, might be very hard or even impossible to 
measure.
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2001) estimates that as many as 25% of drivers on the road between 1 a.m. and 3 a.m. 
have been drinking and that a driver who is legally drunk is at least 13 times as likely 
to cause a fatal crash as a driver who has not been drinking.

In this chapter, we study how effective various government policies designed to 
discourage drunk driving actually are in reducing traffic deaths. The panel data set 
contains variables related to traffic fatalities and alcohol, including the number of 
traffic fatalities in each state in each year, the type of drunk driving laws in each state 
in each year, and the tax on beer in each state. The measure of traffic deaths we use 
is the fatality rate, which is the number of annual traffic deaths per 10,000 people in 
the population in the state. The measure of alcohol taxes we use is the “real” tax on 
a case of beer, which is the beer tax, put into 1988 dollars by adjusting for inflation.1 
The data are described in more detail in Appendix 10.1.

Figure 10.1a is a scatterplot of the data for 1982 on two of these variables, the 
fatality rate and the real tax on a case of beer. A point in this scatterplot represents 
the fatality rate in 1982 and the real beer tax in 1982 for a given state. The OLS 
regression line obtained by regressing the fatality rate on the real beer tax is also 
plotted in the figure; the estimated regression line is

 
FatalityRate = 2.01 + 0.15 BeerTax 11982 data2.
        10.152 10.132  (10.2)

The coefficient on the real beer tax is positive but not statistically significant at the 
10% level.

Because we have data for more than one year, we can reexamine this relation-
ship for another year. This is done in Figure 10.1b, which is the same scatterplot as 
before except that it uses the data for 1988. The OLS regression line through these 
data is

 
FatalityRate = 1.86 + 0.44 BeerTax 11988 data2.
        10.112 10.132  (10.3)

In contrast to the regression using the 1982 data, the coefficient on the real beer 
tax is statistically significant at the 1% level (the t-statistic is 3.43). Curiously, the 
estimated coefficients for the 1982 and the 1988 data are positive: Taken literally, 
higher real beer taxes are associated with more, not fewer, traffic fatalities.

Should we conclude that an increase in the tax on beer leads to more traffic 
deaths? Not necessarily, because these regressions could have substantial omitted 
variable bias. Many factors affect the fatality rate, including the quality of the 
automobiles driven in the state, whether the state highways are in good repair, 
whether most driving is rural or urban, the density of cars on the road, and whether 
it is socially acceptable to drink and drive. Any of these factors may be correlated 

1 To make the taxes comparable over time, they are put into 1988 dollars using the Consumer Price Index 
(CPI). For example, because of inflation, a tax of $1 in 1982 corresponds to a tax of $1.23 in 1988 dollars.
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很难度量，却不随时间⽽变化 → 利⽤⾯板数据



⾯板数据模型



⾯板数据的线性回归模型可以写成 
 
	 ,    ,    
 
此处，  是  的⾏向量，总样本量为 。


• 如果误差项满⾜ ，则可以⽤ OLS 估计，否则 OLS 估计量不满
⾜⼀致性。


• 在⾯板数据中，误差项⼀般⽆法满⾜ i.i.d. 条件。例如全国范围内的政策可以使 
 和  间产⽣相关性，⽽个体层⾯的特征可以使  和  间产⽣相关性。 

 
此时  的 OLS 估计量不满⾜有效性（Gauss-Markov 定理）。⽽通常⽤来估计 

 的协⽅差矩阵的估计量  也不满⾜⼀致性（但是存在稳健估计
量）。

yit = Xit β + uit i = 1,…, m t = 1,…, T

Xit 1 × k n = mT

E[uit ∣ Xit] = 0

uit ujt uis uit

β
̂βOLS s2(X⊤X)−1

⾯板数据的线性回归模型
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我们可以考虑将误差项  分解为⼏个独⽴的成分，即 
 
	 	  
 
这⾥  作⽤于所有发⽣在时间  的观测值；  作⽤于所有个体 ；  
仅作⽤于  观测值。 

 和  可以假设为固定变量或随机变量，分别对应固定效应模型
（fixed effect model）和随机效应模型（random effect model）。


• FE 模型：可以将  和  当作参数进⾏ OLS 估计


• RE 模型：⽆法⽤ OLS 估计  和 ，但可以⽤ feasible GLS

uit

uit = et + vi + εit

et t vi i εit
it

et vi

et vi

et vi

Error component models
误差成分模型
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这⾥将模型简化为时间效应 ， 
并假设  是外⽣的。假设  独⽴于 ， 
但可以和  相关。


将数据按（个体，时间）的顺序进⾏  
排列，并定义虚拟变量 ， 
其矩阵计为 。


则固定效应模型可以表达为 
 
	 ,     
 
其中  为个体固定效应（individual fixed effects）。注意  中不应包含常
数项，否则会出现共线性问题。


此模型满⾜矩条件  和 ，此时的  （即 
OLS 估计量）称为固定效应估计量（fixed effects estimator），也称为 ⼩⼆乘虚拟变量估计
量（least squares dummy variables, LSDV, estimator）。 

et = 0
X vi εit

X

d1, …, dm
D

y = Xβ + Dη + ε E[εε⊤] = σ2
ε In

η = (v1, v2, …, vm)⊤ X

E[X⊤
it (yit − Xit β − vi)] = 0 E[yit − Xit β − vi] = 0 ̂β

Fixed effects model
固定效应模型
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i t Xit d1 d2 … dm
1 1 … 1 0 … 0
1 ⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮

1 T … 1 0 … ⋮

2 1 … 0 1 … ⋮

2 ⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮

2 T … ⋮ 1 … ⋮

… … … ⋮ 0 … 0
m 1 … ⋮ ⋮ … 1
m ⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮

m T … 0 0 … 1

= D



在很多⽂献中会看到  记号。在计量经济学中，这个记号通常代表矩阵的 Kronecker 积（也
称为矩阵直积 matrix direct product）。 

对于任意的  矩阵  和  矩阵 ，  是  矩阵，定义为 
 

	  

很显然，前⾯的矩阵  可以写成 。


Kronecker 积的⼀些重要性质：


• 


• 


•

⊗

m × n A p × q B A ⊗ B (mp) × (nq)

A ⊗ B =
a11B ⋯ a1nB

⋮ ⋱ ⋮
am1B ⋯ amnB

D D = Im ⊗ ιT

(A ⊗ B)⊤ = A⊤ ⊗ B⊤

(A ⊗ B)(C ⊗ D) = (AC) ⊗ (BD)

(A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1

Kronecker product
Kronecker 积
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 代表维度为 ，所有要素都为 1 的向量ιT T

注意：集合的直积是笛卡尔积 Cartesian product

D&M Section 12.2: pp.504-505



求 LSDV 估计量需要⽤到的虚拟变量较多，当  较⼤时计算难度⼤。


定义 ，即以  为解释变量的残差⽣成矩阵。根据 
FWL 定理，  
 
	   和     
 
中的估计量  和  相同。由右侧模型可得 
 
	  

如何理解 ？该向量的第  项是回归模型  的 OLS 残差，即 
。也就是说  从  中减去了第  组的组内均值。

 也可以给出同样的解释。因此，  也称为 within-group estimator。

m

MD = I − D(D⊤D)−1D⊤ D

y = Xβ + Dη + ε MDy = MDXb + ϵ

̂β b̂

̂βFE = (X⊤MDX)−1X⊤MDy

MDy i yit = vi + ui
yit − 1

T ∑T
t=1 yit = yit − yi MDy yit i

MDX ̂βFE

Demeaning and within-group estimator
中⼼化与组内估计量
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• within-group 估计量很容易计算：只需计算每⼀组的均值，然
后从观测值中减去即可。


• 固定效应的估计量 。


• 由于加⼊了固定效应，所有不随时间变化的变量的系数都⽆法
估计（例如性别、出⽣地、教育程度等），因为加⼊这些变量
会引起共线性问题。


• 如果  能很好地解释 ，则  的变动范围很⼩，此时 
 的估计精确度会⼤幅减⼩。

̂vi = yi − Xi
̂βFE

D X MDX
̂βFE

固定效应模型的优缺点
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现在我们假设  独⽴于  和 。根据  的外⽣性，  成
⽴。在这个条件下，回归模型  的 OLS 估计量满⾜⾮偏性。


如果假设 ，则有 
 

	  

 
此时误差项  的协⽅差矩阵  可以写成 
 

	  

 
，因此 OLS 估计量不满⾜有效性。GLS 估计量是更好的选择。

vi εit X X E[uit ∣ X] = E[vi + εit ∣ X] = 0
yit = Xit β + uit

vi ∼ IID(0, σ2
v )

Var[uit] = σ2
v + σ2

ε

Cov[uit, uis] = σ2
v

Cov[uit, ujs] = 0  for i ≠ j

uit Ω

Ω =

Σ O ⋯ O
O Σ ⋯ O
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
O O ⋯ Σ

, Σ ≡ σ2
ε IT + σ2

v ιT ι⊤
T

Ω ≠ σ2I

Random effects model
随机效应模型
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如何估计  和 ？


 可以通过  模型的 OLS 残差进⾏估计，其⾮偏且⼀致估计量是 
。


当  随着  增加⽽增加时，  可以通过下⾯的模型进⾏估计  
 
	          
 
估计量  称为 between-group 估计量（组间估计量），因为  将  都替换为 ，使得每⼀
组（即每个个体  ）内部的变化都消失了，只剩下每组均值之间的变化。


可知  中的误差项的⽅差是 ，因此 
 是  的⼀致估计量。


需要注意的是，这样获得的  有可能为负。如果出现了负的估计值，说明真实的模型可能不是误
差成分模型。


基于以上⽅差的估计量，我们可以得到 ，并对随机效应模型进⾏ GLS 估计。

σ2
ε σ2

v

σ2
ε y = Xβ + Dη + ε
̂σ2
ε = SSR/(n − k − m)

m n σ2
v

PD y = PDXb + ϵ ⇒ ̂βBG = (X⊤PDX)−1X⊤PD y

̂βBG PD y yit yi
i

PD y = PDXb + ϵ Var(ϵi) = σ2
v + σ2

ε /T
̂σ2
v = SSR/(m − k) − ̂σ2

ε/T σ2
v

̂σ2
v

Ω̂

随机效应模型的 GLS 估计
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由  可以推出 
 

	 ,     

 
由此可知，  的 GLS 估计量可以通过对 
 
	  
 
进⾏ OLS 回归获得。⽤  和  替代理论值，即可获得 feasible GLS 估计量 。


由此可知  是  的 OLS 估计量  与 between-group 估计量  的线
性结合。


• 当  时， ，此时 。


• 当  时， ，此时  或 。


• 当  时，  ⽐  和  更有效。

Σ ≡ σ2
ε IT + σ2

v ιT ι⊤
T

Σ− 1
2 =

1
σε

(IT −
λ
T

ιT ι⊤
T ) λ = 1 − ( σ2

ε

σ2
ε + Tσ2

v
)

1
2

β

(I − λPD)y = (I − λPD)Xβ + w

̂σ2
v ̂σ2

ε
̂βGLS

̂βGLS y = Xβ + u ̂βOLS
̂βBG

λ = 0 ̂βGLS = ̂βOLS σ2
v = 0

λ = 1 ̂βGLS = ̂βFE σ2
ε = 0 T → ∞

0 < λ < 1 ̂βGLS
̂βOLS

̂βFE

随机效应模型的 GLS 估计
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• 只考虑  或  的模型称为 one-way error component model，同时考
虑  和  的称为 two-way error component model。


• 也可以加⼊个体和时间之外的组别效应，例如地区。但需要注意的
是，如果⼀个个体只在同⼀个地区内有观测值，则固定效应模型⽆法
加⼊地区效应（共线性问题）。


• 固定效应还是随机效应？当  很⼤时，⼆者基本没有区别；当  很⼩
时，可以考虑 Hausman 检验等⽅法。


• 参考书：


• Hsiao, C. (萧政) (2014). Analysis of Panel Data, 3rd Edition. Cambridge 
University Press.


• Baltagi, B. H. (2013). Econometric Analysis of Panel Data, 5th Edition. Wiley. 
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