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线性回归模型



数据矩阵（横截⾯或时间序列数据）
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• 回归模型是⽤⾃变量（independent/explanatory variable）解释因变量（dependent 
variable）的模型的总称


• 多元线性回归模型（multiple linear regression model）定义为  
 
	 ,     
 
其中，  称为误差项（error term），代表⾃变量以外所有对因变量产⽣影响的因素


• 如果我们假设 ，则  
 
	  
 
此式称为回归函数（regression function）。回归函数是研究者对变量间关系的⼀种假设，因此
也称为设定（specification）。如果回归函数正确地描述了现实，则称之为正确设定（correctly 
specified），否则称之为错误设定（misspecified）


• 在正确设定回归函数的前提下，回归分析的⽬的是利⽤样本数据估计总体中的参数  的
值。为此，我们需要确定⼀种估计⽅法。当给定样本和估计⽅法时，如果能够获得唯⼀的估计
值，则称该参数是可识别的（identifiable）

yt = β1 + β2xt2 + ⋯ + βkxtk + ut t = 1,…, n

ut

E(ut ∣ xt2, …, xtk) = 0

E(yt ∣ xt2, …, xtk) = β1 + β2xt2 + ⋯ + βkxtk

β0, …, βk

Linear Regression Model
线性回归模型
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线性模型的矩阵表达
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y =

y1
y2
⋮
yn

X =

x11 x12 ⋯ x1k
x21 x22 ⋯ x2k
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

xn1 xn2 ⋯ xnk

β =

β1
β2
⋮
βk

u =

u1
u2
⋮
un

y = Xβ + u线性回归模型

y1 = β1x11 + β2x12 + ⋯ + βkx1k + u1
y2 = β1x21 + β2x22 + ⋯ + βkx2k + u2

⋮
yn = β1xn1 + β2xn2 + ⋯ + βkxnk + un

⇔ ⇔
y1 = X1β + u1
y2 = X2β + u2

⋮
yn = Xnβ + un

我们规定  代表矩阵  的第  ⾏，

                 代表矩阵  的第  列。

Xt X t
xi X i

⼀般情况下我们设  的第⼀列中的要素都为 ，则  为截距。X 1 β1



系数的估计



矩估计
Method-of-moments Estimation

 阶理论矩：          阶样本矩：  

矩估计就是考虑理论矩满⾜的⽅程（组），然后⽤样本矩替代理论矩，以此求出
参数的估计值。

例如，总体均值为⼀阶矩 ，则其估计值为 。 

针对 ，我们假设  for all （此处共有  个条件），则 
  

        


k E[Xk] k Mk = 1
n ∑n

i=1 Xk
i

μ = E[X] ̂μ = 1
n ∑n

i=1 Xi = X̄

y = Xβ + u E[X⊤
t ut] = 0 t k

0 = 1
n

n

∑
t=1

X⊤
t ut = 1

n

n

∑
t=1

X⊤
t (yt − Xt β)

= 1
n

n

∑
t=1

X⊤
t yt − 1

n

n

∑
t=1

X⊤
t Xt β

⇒ X⊤y = X⊤Xβ
⇒ ̂β = (X⊤X)−1X⊤y
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MM估计量

 for E[xtiut] = 0 i = 1,…, k



最⼩⼆乘估计
Ordinary Least Squares Estimation

针对任意 ，我们称  为残差（residuals）。残差平⽅和
（sum of squared residuals）定义为 
 
         

OLS 的⽬的是找到使  取值最⼩的  ，即 
 
	 	

β y − Xβ

SSR(β) =
n

∑
t=1

(yt − Xt β)2 = (y − Xβ)⊤(y − Xβ)

SSR(β) ̂β
̂β = arg min

β∈ℝk
SSR(β)
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(1,0,0)

(0,0,1)

(0,1,0)  空间ℝ3

x1

x2

由  定义的平⾯


平⾯上的任意⼀点都可以写成

 的形式，


因此也称作  的列空间 
（column space）。

ax1 + bx2

[x1 x2] [a
b] = Xa

X
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 的列空间X
x1

x2
y

X ̂β

û = y − X ̂β

 的列空间X
x1

x2

y = Xβ + u

Xβ

u

OLS 使  和  间的距离最⼩，

即 

y X ̂β
∥û∥ = û⊤û ≤ u⊤u = ∥u∥



OLS 估计量

 

 
 

⼀阶条件为


 


	 	  

SSR(β) = (y − Xβ)⊤(y − Xβ)
= y⊤y − y⊤Xβ − β⊤X⊤y + β⊤X⊤Xβ
= y⊤y − 2y⊤Xβ + β⊤X⊤Xβ

∂ SSR(β)
∂ β

=

∂ SSR(β)
∂ β1

∂ SSR(β)
∂ β2

⋮
∂ SSR(β)

∂ βk

= − 2X⊤y + 2X⊤Xβ = 0

⇒ ̂β = (X⊤X)−1X⊤y
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若 ,   则 。a⊤x = ∑n
i=1 aixi

∂ax
∂x =

∂ax
∂x1

⋮
∂ax
∂xn

=
a1
⋮
an

= a

OLS估计量 = MM估计量

若  为对称矩阵,   则 。  为对称矩阵。A ∂x⊤Ax
∂x = 2Ax X⊤X

⇒ X⊤y = X⊤X ̂β



• OLS 解的存在条件 
 

为保证  存在，我们需要保证  存在，即  （full 
rank 满秩）。该条件可以通过假设  满⾜。


• OLS 解真的使 SSR 最⼩化  
 

⼀般情况下⼀阶条件不能保证最优解：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
我们需要讨论⼆阶条件，即  是否为凸函数（海赛矩阵为正定矩阵）

̂β = (X⊤X)−1X⊤y (X⊤X)−1 rank(X⊤X) = k
rank(X) = k

SSR(β)

其他必要条件
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OLS假设之⼀，若在  时 ，就会出现共线性问题。n > k rank(X ) < k

图⽚地址 https://math.libretexts.org/Courses/University_of_California_Davis/UCD_Mat_21C:_Multivariate_Calculus/
13:_Partial_Derivatives/13.7:_Extreme_Values_and_Saddle_Points 

https://math.libretexts.org/Courses/University_of_California_Davis/UCD_Mat_21C:_Multivariate_Calculus/13:_Partial_Derivatives/13.7:_Extreme_Values_and_Saddle_Points
https://math.libretexts.org/Courses/University_of_California_Davis/UCD_Mat_21C:_Multivariate_Calculus/13:_Partial_Derivatives/13.7:_Extreme_Values_and_Saddle_Points
https://math.libretexts.org/Courses/University_of_California_Davis/UCD_Mat_21C:_Multivariate_Calculus/13:_Partial_Derivatives/13.7:_Extreme_Values_and_Saddle_Points


⼆阶条件

 是正定矩阵（positive definite）


如果  矩阵  满⾜ , ，则  是正定矩阵，  是半正定矩阵（positive 
semidefinite）


证明：

因为 ， ，因此 

	 	  

因为 ，且 ，所以  可以为 。因此 
 
	 	                                


   是正定矩阵，满⾜⼆阶条件

∂2 SSR(β)
∂ β ∂ β⊤ =

∂2 SSR(β)
∂ β1

2
∂2 SSR(β)
∂ β1 ∂ β2

⋯ ∂2 SSR(β)
∂ β1 ∂ βk

∂2 SSR(β)
∂ β2 ∂ β1

∂2 SSR(β)
∂ β2

2 ⋯ ∂2 SSR(β)
∂ β2 ∂ βk

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
∂2 SSR(β)
∂ βk ∂ β1

∂2 SSR(β)
∂ βk ∂ β2

⋯ ∂2 SSR(β)
∂ βk

2

= 2X⊤X

n × k A n > k rank(A) = k A⊤A AA⊤

rank(A) = k z = Ax ≠ 0
x⊤(A⊤A)x = (Ax)⊤(Ax) = z⊤z > 0

n > k rank(A⊤) = rank(A) = k s = A⊤x 0

x⊤(AA⊤)x = (A⊤x)⊤(A⊤x) = s⊤s ≥ 0 □

⇒ 2X⊤X
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Hessian Matrix

 是正定矩阵   for all A ⇔ x⊤Ax > 0 x ≠ 0



⼀个特例的推导
yt = β1xt1 + β2xt2 + ut

求解   

⼀阶条件为：

    


     

解⼀阶条件，得


     

    

min
β1, β2

∑ [yi − (β1xt1 − β2xt2)]2

∂S
∂β1

= − 2∑ xt1yi + 2β1 ∑ x2
t1 + 2β2 ∑ xt1xt2 = 0

∂S
∂β2

= − 2∑ xt2yi + 2β1 ∑ xt1xt2 + 2β2 ∑ x2
t2 = 0

̂β1 = (∑ xt1yi)(∑ x2
t2) − (∑ xt2yi)(∑ xt1xt2)

(∑ x2
t1)(∑ x2

t2) − (∑ xt1xt2)2

̂β2 = (∑ xt2yi)(∑ x2
t1) − (∑ xt1yi)(∑ xt1xt2)

(∑ x2
t1)(∑ x2

t2) − (∑ xt1xt2)2
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课后练习：

1. 确认左⾯的结果和公式

       

    得到的结果⼀致。

2. 确认⼆阶条件成⽴。

̂β = (X⊤X)−1X⊤y



 的分解：TSS = ESS + SSRy
将 OLS 估计量  代⼊回归模型，可得

	 ，     是 OLS 残差 

此时，


	  

已知 

因此可得出

	 	     


̂β
y = X ̂β + û û = y − X ̂β

y⊤y = (X ̂β + û)⊤(X ̂β + û)
= (X ̂β)⊤X ̂β + û⊤X ̂β + (X ̂β)⊤û + û⊤û
= ̂β⊤X⊤X ̂β + 2û⊤X ̂β + û⊤û

û⊤X = (y − X ̂β)⊤X = y⊤X − ̂β⊤X⊤X = 0⊤

y⊤y = ̂β⊤X⊤X ̂β + û⊤û
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由  表达式可得̂β

Total Sum of Squares
Explained Sum of Squares

Sum of Squared Residuals
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 的列空间X

x1

x2
y

X ̂β

û = y − X ̂β

y⊤y = ̂β⊤X⊤X ̂β + û⊤û

⇔ ∥y∥2 = ∥X ̂β∥2 + ∥û∥2
（勾股定理）



正交向量与 OLS 
Orthogonal Vectors and OLS

若向量  与  满⾜  （即内积为零），
则称  与  正交，写为 。 

OLS 估计中，残差  与  正交， 
因此可得


     

假设 ，则         

a b a ⋅ b = a⊤b = b⊤a = 0
a b a ⊥ b

û X ̂β

(X ̂β)⊤û = 0
⇔ (X ̂β)⊤(y − X ̂β) = 0
⇔ ̂β⊤(X⊤y − X⊤X ̂β) = 0

̂β ≠ 0 X⊤y = X⊤X ̂β ⇒ ̂β = (X⊤X)−1X⊤y
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x1

x2
y

X ̂β

û = y − X ̂β


