
《⾼级计量经济学》2024-2025学年期中作业参考答案 

1.   为   矩阵， 。证明   。[30分] 

解：

令  。令   为任意   向量，并令  。因此   是   的列向量的线性结

合。  是⼆次型。


(a)

假设  ，则   存在⾮零解  ，此时  ， 。因此 

  也是   的⾮零解，因此  。


(b)

假设  ，则   存在⾮零解  ，此时  。因

此  ，即   也是   的⾮零解。因此  。


由 (a) 和 (b) 可得  。因为  ， ，

可得  。


2. 证明下⾯的命题 [40分]


a. 若   是   矩阵，  是   的   个特征值，则  


b. 投影矩阵   的   个特征值中有   个为  ，  个为  。


解：

a.   的特征多项式是 


	 	  


沿第⼀列展开，可得


	 	  


X n × k n > k rank(X ) = k ⇔ rank(X⊤X ) = k

Q = X⊤X d k × 1 v = Xd v X
v⊤v = d⊤X⊤Xd = d⊤Qd

rank(X ) < k Xd = 0 d ≠ 0 v = 0 Qd = X⊤v = 0
d Qd = 0 rank(Q) < k

rank(Q) < k Qd = 0 d ≠ 0 v⊤v = d⊤Qd = d⊤0 = 0
v = 0 d Xd = 0 rank(X ) < k

rank(X ) < k ⇔ rank(X⊤X ) < k rank(X ) ≤ k rank(Q) ≤ k
rank(X ) = k ⇔ rank(X⊤X ) = k

A n × n λ1, ⋯, λn A n tr(A) = ∑n
i=1 λi

P = X(X⊤X )−1X⊤ n k 1 n − k 0

A

det(A − λ I ) =

a11 − λ a12 … a1n

a21 a12 − λ … a1n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 a12 … a1n − λ

det(A − λ I ) = (a11 − λ) det(M11) +
n

∑
i=2

ai1(−1)i+1 det(Mi1)



且余⼦式   中不包含   和  。如果我们⽤同样的⽅法展

开   并重复，可知   的展开式中唯⼀包含⼤于   个对⻆成分的项
是

	 	          ...... (#)

将 (#) 式展开可知   项的系数是  。因此，  的最⾼次项的系数是  。

当   的特征值为   时，


	 	          ...... (*)


由 (#) 式还可知   项的系数是  。若将 (*) 式展开，则可得   项的系数

是  。因此   。


b.   是幂等矩阵，根据谱分解可知  ，由此可得


	 	  

因此， ，即  。因此   的值只能是 1 或 0。由 (a) 的结果可知 

 。同时，


	 	  

因此  。由于特征值只能是 1 或者 0，可得   有    个特征值为  ，  个特征

值为  。


3. 什么是“多重共线性问题”？多重共线性对线性模型系数的 OLS 估计量有什么影响？为什
么说样本量过⼩也会带来相同的问题？ [30分]


参考答案提纲：

需要区分准确多重共线性（exact multicollinearity）和近似多重共线性（approximate/near 

multicollinearity）。存在准确多重共线性时不存在 OLS 解，即   不满秩，因此   不
可逆。近似多重共线性会导致系数估计量的⽅差过⼤，估计精确度降低。


考虑回归模型  ， 。根据 FWL 定理，  
可以从下⾯的残差回归模型中获得，

	 	  

因此，


	 	  


参照   的⽅差公式  ，  的⽅差可以表达为


det(Mi1), i = 2,…, n (a11 − λ) (aii − λ)
det(M11) det(A − λ I ) n − 2

(a11 − λ)(a22 − λ) ⋅ ⋯ ⋅ (ann − λ)
λn (−1)n det(A − λ I ) (−1)n

A λ1, ⋯, λn
det(A − λ I ) = (−1)n(λ − λ1)(λ − λ2) ⋅ ⋯ ⋅ (λ − λn)

= (λ1 − λ)(λ2 − λ) ⋅ ⋯ ⋅ (λn − λ)
(−λ)n−1 ∑n

i=1 aii (−λ)n−1

∑n
i=1 λi tr(A) = ∑n

i=1 λi

P P = HΛH⊤

P = PP = HΛH⊤HΛH⊤ = HΛ2H⊤

Λ2 = Λ λ2
i = λi, i = 1,…, n λi

tr(P) = ∑n
i=1 λi

tr(P) = tr(X(X⊤X )−1X⊤) = tr((X⊤X )−1X⊤X ) = tr(Ik) = k
∑n

i=1 λi = k P k 1 n − k

0

X (X⊤X )

y = Xβ + u = x1β1 + X2 β2 + u E(uu⊤) = σ2I ̂β 1

M2 y = M2x1β1 + v

̂β 1 =
x⊤

1 M2 y
x⊤

1 M2x1

̂β var( ̂β ) = σ2(X⊤X )−1 ̂β 1



	 	  


分⺟为向量   的⻓度的平⽅，也是回归模型   的 OLS 残差平⽅和。该残

差平⽅和越⼩，意味着所有的残差项都很⼩，即   中的变量对   的解释能⼒很强，也就
意味着存在近似多重共线性。


存在近似多重共线性（程度⾼），或者样本量很⼩时，  的取值会变⼤，代表   的

估计精确度变⼩；不存在近似多重共线性（程度低），或者样本量很⼤时，  的取值

会变⼩，代表   的估计精确度变⼤。


注：由以上讨论可知，多重共线性问题并不是回归分析中的主要问题，其影响和⼩样本的影

响相似，属于样本⾃身的特征。

var( ̂β 1) =
σ2

x⊤
1 M2x1

=
σ2

(M2x1)⊤(M2x1)
M2x1 x1 = X2b2 + w

X2 x1

var( ̂β 1) ̂β 1

var( ̂β 1)
̂β 1


