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• 线性概率模型


• Probit 和 logit 回归


• Probit 和 logic 模型


• 最⼤似然估计

主要内容
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⼆值因变量和线性概率模型



• HMDA (Home Mortgage Disclosure Act，房屋抵押公开法) 数
据集是波⼠顿联邦储备银⾏公布的波⼠顿地区 1990 年抵押贷
款申请的数据。 
 
数据⽂件：hmda_sw1.csv    说明⽂件：hmda.docx


• 数据集共包含 62 个变量，包括数值和字符，同时也包含缺失
值（NA值和空⽩）。

HMDA 数据集
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Missing value in the file 
 

Numeric data:  999999.375 
String data:      NA 

Missing value after importing 
 

Numeric:          999999.375 
All string:         NA 
Partial string:   (blank) * Learn the setmiss command.
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Figure 11.1 presents a scatterplot of deny versus P/I ratio for 127 of the 2380 
observations in the data set. (The scatterplot is easier to read using this subset of the 
data.) This scatterplot looks different from the scatterplots of Part II because the 
variable deny is binary. Still, it seems to show a relationship between deny and P/I 
ratio: Few applicants with a payment-to-income ratio less than 0.3 have their 
application denied, but most applicants with a payment-to-income ratio exceeding 
0.4 are denied.

This positive relationship between P/I ratio and deny (the higher the P/I ratio, 
the greater the fraction of denials) is summarized in Figure 11.1 by the OLS regres-
sion line estimated using these 127 observations. As usual, this line plots the pre-
dicted value of deny as a function of the regressor, the payment-to-income ratio. For 
example, when P>I ratio = 0.3, the predicted value of deny is 0.20. But what, pre-
cisely, does it mean for the predicted value of the binary variable deny to be 0.20?

The key to answering this question—and more generally to understanding 
regression with a binary dependent variable—is to interpret the regression as model-
ing the probability that the dependent variable equals 1. Thus the predicted value of 
0.20 is interpreted as meaning that, when P/I ratio is 0.3, the probability of denial is 
estimated to be 20%. Said differently, if there were many applications with 
P>I ratio = 0.3, then 20% of them would be denied.

This interpretation follows from two facts. First, from Part II, the population regres-
sion function is the expected value of Y given the regressors, E1Y !X1, c, Xk2. Second, 
from Section 2.2, if Y is a 0–1 binary variable, its expected value (or mean) is the prob-
ability that Y = 1; that is, E1Y2 = 0 * Pr1Y = 02 + 1 * Pr1Y = 12 = Pr1Y = 12. 
In the regression context, the expected value is conditional on the value of the 
regressors, so the probability is conditional on X. Thus for a binary variable, 

FIGURE 11.1  Scatterplot of Mortgage Application Denial and the Payment-to-Income Ratio

Mortgage applicants with a 
high ratio of debt payments 
to income (P/I ratio) are more 
likely to have their applica-
tion denied (deny = 1  
if denied; deny = 0 if 
approved). The linear prob-
ability model uses a straight 
line to model the probability 
of denial, conditional on the 
P/I ratio.
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什么因素决定贷款申请是否被拒绝？
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因变量 deny 为⼆值变量

申请者⽉总还款额与其⽉收⼊之⽐



• 当总体回归函数为线性时


• 若因变量  为⼆值变量，则有Y

因变量为⼆值变量时的总体回归函数
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�0 + �1x1 + �2x2 + · · ·+ �mxm

= E(Y | X1i = x1, X2i = x2, . . . , Xmi = xm)

E(Y ) = 0⇥ Pr(Y = 0) + 1⇥ Pr(Y = 1)

= Pr(Y = 1)

E(Y | X1, . . . , Xm) = Pr(Y = 1 | X1, . . . , Xm)⇒



• 因变量为⼆值变量时的多元线性回归模型被称为线性概率模型
（linear probability model）


• 系数  是在其他回归变量保持不变时，  变化⼀个单位引起
的  的概率变化。


• 回归系数依旧可以⽤ OLS 估计进⾏估值。

βi Xi
Y = 1

Linear probability model
线性概率模型
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Pr(Y = 1 | X1, . . . , Xm)

= �0 + �1X1 + �2X2 + · · ·+ �mXm

Yi = �0 + �1X1i + �2X2i + · · ·+ �mXmi + ui

⇒



open "@workdir/data/hmda_sw1.csv"

rename s7 deny

dummify deny


rename 65 Doriginate

rename 66 Dnotaccepted

rename 67 Ddeny


在 gretl 中定义虚拟变量
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⾃上⾄下依次为：

同意、同意但申请者未接受、拒绝



• ⽤ P/I ratio 回归 Ddeny （复制书中 11.1） 
 
rename s46 piratio 
genr Npiratio = piratio / 100 
ols Ddeny const Npiratio --robust


• 尝试⽤ P/I ratio 和 black 两个变量回归 Ddeny （复制书中 11.3）

练习
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Model 1: OLS, using observations 1-2380

Dependent variable: Ddeny

Heteroskedasticity-robust standard errors, variant HC1


             coefficient   std. error     z      p-value 

  -------------------------------------------------------

  const      −0.0799096    0.0319666    −2.500   0.0124   **

  Npiratio    0.603535     0.0984826     6.128   8.88e-10 ***



• 概率应当在 0 和 1 之间取值，⽽线性概率模型在  较⼤或较⼩
时很容易超出这个范围


• 因此，我们需要考虑⾮线性模型，即 probit 和 logit 回归模型。

X

线性概率模型的缺点
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Probit 和 logit 回归



• Probit 回归利⽤了标准正态分布的分布函数为 S 型且取值在 0 
和 1 之间的特点，即


• Probit 回归模型为

The probit regression
Probit 回归
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• 如何预测  的概率


1. 针对给定的  和系数估计值 ，计算  


2. 计算累积概率  


• 系数的估计可以⽤⾮线性最⼩⼆乘估计，或者最⼤似然估计（maximum 
likelihood estimation）。 
 
最⼤似然估计量是令似然函数（即给定总体分布时获得现有样本的概率）最⼤的参
数取值。例如，当总体只包含⼀个变量并服从伯努利分布，且取值为1的概率为  
时，  为未知参数，此时若随机样本中包含两个观测值 0 和 1，则似然函数为

。令此似然函数取值最⼤的  的取值为 0.5。详细内容参照 11.3.2 节和附
录 11.2。


• 最⼤似然估计量具有⼀致性，在⼤样本下服从正态抽样分布，且⽐⾮线性 OLS 估
计量更有效（⽅差更⼩），因此实践中多采⽤最⼤似然估计。

Y = 1

X1, …, Xm
̂β 0, …, ̂β m z = ̂β 0 + ̂β 1X1 + …, + ̂β mXm

Φ(z)

p
p

(p − 1)p p

Probit 回归的预测与估计
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• 在 probit 模型中，回归系数⽆法直接解释成回归变量的变化引
起的因变量的概率变化。


• 当  增加⼀个单位时，对应的  值增加  ，进⽽反映为 
 的概率的增加。但是概率的增加为⾮线性的，因此⽐较

直观的解释是，针对⼀个或多个回归变量的取值计算概率的预
测值（或者预测值的变化）。


• 如果只有⼀个回归变量，也可以⽤图形表示回归函数。

Xk z βk
Y = 1

回归系数的解释
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• Logit 回归利⽤了 logistic 函数也具备 S 型且取值在 0 和 1 之
间的性质


• Logit 回归也可⽤最⼤似然法估计。

The logit regression
Logit 回归
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• 当⼆值变量取值为 1 的概率为  时，其优势⽐（odds ratio）
为  。


• 定义  为优势⽐的⾃然对数，可得 
 
	  

 

	 	              

pp
1 − p

x

x = ln(
p

1 − p
) ⇒ ex =

p
1 − p

⇒ p =
ex

ex + 1
=

1
1 + e−x

Logit 函数的概率解释

16



• gretl 中的 probit 回归和 logit 回归命令分别为 probit 和 
logit 。


• 需要注意的是，这两个命令默认不输出系数检验的  值，⽽是
输出每个回归变量取均值时对应的斜率。如果要输⼊  值，则
应添加 --p-values  


• 因变量  的预测值为 0 或 1 ，即

p
p

Y

gretl 中的 probit 和 logit 命令
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Ŷi =

(
1 if the predicted prob. exceeds 0.5

0 otherwise
<latexit sha1_base64="tV8dcSfw3gsOrlcRAKcXYPeqHoc="></latexit>
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Model 3: Probit, using observations 1-2380

Dependent variable: Ddeny

QML standard errors


             coefficient   std. error      z      p-value 

  --------------------------------------------------------

  const       −2.19416      0.164941    −13.30    2.23e-40 ***

  Npiratio     2.96791      0.465224      6.380   1.78e-10 ***


Mean dependent var   0.119748   S.D. dependent var   0.324735

McFadden R-squared   0.046203   Adjusted R-squared   0.043910

Log-likelihood      −831.7923   Akaike criterion     1667.585

Schwarz criterion    1679.134   Hannan-Quinn         1671.788


Number of cases 'correctly predicted' = 2099 (88.2%)

f(beta'x) at mean of independent vars = 0.191

Likelihood ratio test: Chi-square(1) = 80.5859 [0.0000]


           Predicted

               0      1

  Actual 0  2091      4

         1   277      8


Test for normality of residual -

  Null hypothesis: error is normally distributed

  Test statistic: Chi-square(2) = 15.772

  with p-value = 0.000375971

probit Ddeny const Npiratio --robust --p-values

此结果复制了书中 (11.7)



• 尝试复制书中 (11.8) 和 (11.10)。


• 分别计算 P/I ratio = 0.3 时⽩⼈和⿊⼈申请者的失败概率。

练习
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Probit 和 logit 回归结果的差异
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• 正确预测⽐例（fraction correctly predicted） 
 
若  且其概率预测值超过 50%，或者  且其概率
预测值⼩于 50%，则称对  的预测正确。


• 伪 R2 （McFadden’s pseudo-R2） 
 
 
 
 
其中  是拟合模型的对数似然函数，  是仅包含常数项
的模型的对数似然函数。

Yi = 1 Yi = 0
Yi

ℓ( ̂β) ℓ(y)

拟合优度
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pseudo-R2 = 1� `(�̂)

`(ȳ)
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Model 3: Probit, using observations 1-2380

Dependent variable: Ddeny

QML standard errors


             coefficient   std. error      z      p-value 

  --------------------------------------------------------

  const       −2.19416      0.164941    −13.30    2.23e-40 ***

  Npiratio     2.96791      0.465224      6.380   1.78e-10 ***


Mean dependent var   0.119748   S.D. dependent var   0.324735

McFadden R-squared   0.046203   Adjusted R-squared   0.043910

Log-likelihood      −831.7923   Akaike criterion     1667.585

Schwarz criterion    1679.134   Hannan-Quinn         1671.788


Number of cases 'correctly predicted' = 2099 (88.2%)

f(beta'x) at mean of independent vars = 0.191

Likelihood ratio test: Chi-square(1) = 80.5859 [0.0000]


           Predicted

               0      1

  Actual 0  2091      4

         1   277      8


Test for normality of residual -

  Null hypothesis: error is normally distributed

  Test statistic: Chi-square(2) = 15.772

  with p-value = 0.000375971

probit Ddeny const Npiratio --robust --p-values



• 线性概率模型简单且容易解释，但⽆法体现总体回归函数的⾮
线性性质。


• Probit 和 logit 模型为⾮线性模型，因此更难解释回归系数。


• 线性概率模型⽤ OLS 估值，⽽ probit 和 logit 模型⽤最⼤似然
法估值。如果数据量⼤，最⼤似然估计会很花时间（没有简单
的公式，需要进⾏数值计算）。


• Probit 和 logit 回归的结果往往⽐较相似。在计算中 logit 模型
⽐ probit 略容易。


• 如果不知道如何选择，可以依次尝试。

线性概率、probit 和 logit 模型的⽐较
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• 删失（censored）回归模型 
 

删失数据是说某个连续变量的实际观测数据被限制在某个固定的范围内，因此超出范围的数据被记录
为上限或下限值。针对删失数据有效的模型为 tobit 回归模型。


• 样本选择（sample selection）模型 
 

当超出限定范围的数据不是在记录时被修改，⽽是没有被记录的时候，该数据称为截断
（truncated）数据。截断回归模型是样本选择模型的⼀种。


• 计数数据（count data） 
 

计数数据是指因变量为计数数字（发⽣次数）。针对计数数据的常⽤模型包括Poisson 回归和负⼆项
（negative binomial）回归。


• 有序因变量（ordered response） 
 

有序因变量数据是指互斥的但有⾃然排序的定性数据，如最终学历为⾼中、⼤学、硕⼠、博⼠。可⽤
有序 probit 模型（ordered probit model）进⾏分析。


• 离散选择（discrete choice）数据 
 

离散选择数据是⽆序的定性数据，可⽤多项 probit（multinomial probit）或多项 logit（multinomial 
logit）回归模型。

Other limited dependent variable models
其他受限因变量模型
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