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针对单变量回归模型

𝑦𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑖 + 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2,…, 𝑛

回答下列问题。

1. 推导系数 𝛽 的最小二乘估计量 𝛽 的表达式（不需要写成矩阵形式）。

2. 推导 𝛽 和样本相关系数 𝑟𝑥𝑦 之间的关系。

3. 在什么时候 𝛽 的估计值和样本相关系数是一致的？利用蒙特卡洛仿真确认你的结论。



参考答案

1. 推导系数 𝛽 的最小二乘估计量 ̂𝛽 的表达式。

令残差 𝑢𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛼 − 𝛽𝑥𝑖 的平方和为

SSE = ∑
𝑛

𝑖=1
(𝑦𝑖 − 𝛼 − 𝛽𝑥𝑖)

2

SSE 是 𝛼 和 𝛽 的函数，对二者分别求偏导可得一阶条件

𝜕 SSE
𝜕𝛼 = 2𝑛𝛼 − 2∑

𝑛

𝑖=1
(𝑦𝑖 − 𝛽𝑥𝑖) = 0

𝜕 SSE
𝜕𝛽 = 2𝛽 ∑

𝑛

𝑖=1
𝑥2

𝑖 − 2∑
𝑛

𝑖=1
(𝑦𝑖 − 𝛼)𝑥𝑖 = 0

针对 𝛼 解第一个等式可得 𝛼̂ = 1

𝑛
∑𝑛

𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝛽𝑥𝑖) = ̅𝑦 − 𝛽𝑥̅，将其代入第二个等式，整
理可得

𝛽 ∑
𝑛

𝑖=1
𝑥2

𝑖 − ∑
𝑛

𝑖=1
𝑦𝑖𝑥𝑖 + ̅𝑦 ∑

𝑛

𝑖=1
𝑥𝑖 − 𝛽𝑥̅∑

𝑛

𝑖=1
𝑥𝑖 = 0

针对 𝛽 求解可得

𝛽 =
1

𝑛
∑𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖𝑥𝑖 − 𝑥̅ ̅𝑦
1

𝑛
∑𝑛

𝑖=1 𝑥2
𝑖 − 𝑥̅2

=
∑𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̅ ̅𝑦)

∑𝑛
𝑖=1(𝑥

2
𝑖 − 𝑥̅2)

2. 推导 ̂𝛽 和样本相关系数 𝑟𝑥𝑦 之间的关系。

首先将 𝛽 变形

𝛽 =
∑𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̅ ̅𝑦)

∑𝑛
𝑖=1(𝑥

2
𝑖 − 𝑥̅2)

=
∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛𝑥̅ ̅𝑦

∑𝑛
𝑖=1 𝑥2

𝑖 − 𝑛𝑥̅2

=
∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛𝑥̅ ̅𝑦 − 𝑛𝑥̅ ̅𝑦 + 𝑛𝑥̅ ̅𝑦

∑𝑛
𝑖=1 𝑥2

𝑖 − 2𝑛𝑥̅2 + 𝑛𝑥̅2
=

∑𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̅𝑦𝑖 − 𝑥𝑖 ̅𝑦 + 𝑥̅ ̅𝑦)

∑𝑛
𝑖=1(𝑥

2
𝑖 − 2𝑥𝑖𝑥̅ + 𝑥̅2)

=
∑𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − ̅𝑦)

∑𝑛
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

=
𝑠𝑥𝑦

𝑠2𝑥

最后一个表达式中的 𝑠𝑥𝑦 是 𝑥 和 𝑦 的样本协方差，𝑠2𝑥 是 𝑥 的样本方差。根据样本相关
系数 𝑟𝑥𝑦 的定义，可知



𝑟𝑥𝑦 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑠𝑦
=

𝑠𝑥𝑦

𝑠2𝑥
⋅
𝑠𝑥
𝑠𝑦

= 𝛽 ⋅
𝑠𝑥
𝑠𝑦

因此 𝛽 = 𝑟𝑥𝑦 ⋅ 𝑠𝑦
𝑠𝑥
。

3. 在什么时候 ̂𝛽 的估计值和样本相关系数是一致的？利用蒙特卡洛仿真确认你的结论。

从上一问的结果可知，当且仅当 𝑠𝑥 = 𝑠𝑦 ≠ 0 时，𝛽 = 𝑟𝑥𝑦。然而 𝑥 和 𝑦 样本标准差
是否相等完全取决于样本，在现实中是基本不可能发生的。但是，虽然我们无法干预 𝑠𝑥 

和 𝑠𝑦，我们可以想办法对样本中的观测值进行线性变换，使变换后的标准差相等。最方
便的做法是将 𝑥 和 𝑦 的观测值分别除以各自的样本标准差（前提是它们不为零），这样
变换后的标准差都等于 1，此时再进行 OLS 估计，斜率的估计值就等于样本相关系数。
换句话说，样本相关系数反映了 𝑥 增加一个标准差时，对应 𝑦 增加的标准差数量。

下面进行仿真验证。

n <- 1000

set.seed(12345)

x <- runif(n,0,10)

y <- 2 + 5*x + rnorm(n,0,2)

lm(y ~ x) |> coef()

(Intercept)           x 

   1.980021    4.997353 

斜率的 OLS 估计值为 4.997353，非常接近真实值 5。

cor(x,y)

[1] 0.9901136

样本相关系数和 OLS 估计值差别很大。下面对数据进行处理后再进行 OLS 估计。

xx <- x / sd(x)

yy <- y / sd(y)

lm(yy ~ xx) |> coef()

(Intercept)          xx 

  0.1379578   0.9901136 

此时估计值和样本相关系数一致。
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